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The subject of optimization is a fascinating blend of heuristics and rigour,
of theory and experiment.

— R. Fletcher, Practical Methods of Optimization

In fact, we consider optimization without derivatives one of the most impor-
tant, open, and challenging areas in computational science and engineering, and
one with enormous practical potential.

— A. R. Conn, K. Scheinberg, and L. N. Vicente,
Introduction to Derivative-Free Optimization



摘 要

大多数优化方法都依赖问题的导数信息. 但是, 在实际应用中, 大量问题的
导数信息都是不可用的. 这就要求我们研究不使用导数信息的方法, 这就是本
文研究的无导数优化算法.

算法的评价是算法研究中的重要问题. 我们研究了如何客观可信地评价和
比较不同的无导数优化算法. 我们用一个例子清楚地说明传统的评价方法对于
无导数算法是不可靠的. 通过引入统计的方法, 我们建立了评价无导数方法的
一套新体系. 与传统的评价方法相比, 新方法不但能够反映算法对计算机舍入
误差的稳定性, 而且能更可靠的度量算法的计算开销.
最小 Frobenius 范数插值和对称 Broyden 修正是无导数信赖域方法中最有

效的两种建立模型的方式. 我们第一次指出了这两种方式在一些情况下的等
价性. 与这两种模型紧密相关的一个问题是 NEWUOA 算法的重开始技术. 通过
修改 NEWUOA 源代码中的重开始条件, 我们给出了一个改进版本的 NEWUOA 代
码. 新版代码仅仅删除了原始代码中的四个字母, 就显著降低了代码的计算开
销, 并且明显提高了代码对计算机舍入误差的稳定性. 我们系统地比较了最小
Frobenius 范数模型和对称 Broyden 修正在 NEWUOA 算法框架下的表现, 并且指
出, 当求解精度不太高时, 最小 Frobenius 范数模型比对称 Broyden 修正建立
的模型表现更好. 这一事实对于实际应用领域很有意义, 因为实际的无导数优
化问题对解的精度要求往往不高.

为了研究无导数优化中有广泛应用的最小范数插值, 我们率先将 PDE 理
论中的 Sobolev 范数和半范数引入无导数算法的研究中. 我们用二次函数的系
数给出了二次函数在 ℓp 球上的 H0 范数和 H1 半范数的显式表达式. 我们证
明, 最小范数插值实际上是在一个 ℓ2 球上极小化插值函数的 H1 半范数. 这
一观察为理解最小范数插值提供了有力的工具. 通过这一观察, 我们首次指出
了最小范数插值中两个参量的几何意义. 我们将这些理论用于研究扩展的对称
Broyden 修正, 得到了简单并且有效的参数选取方式.

到目前为止, 无导数方法可求解的问题规模还十分有限. 为了求解大规
模问题, 我们提出了两种无导数的子空间算法. 在第一种子空间方法中, 利用
Hooke-Jeeves 模式搜索的思想, 针对无导数信赖域方法, 我们提出在子空间上
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求解信赖域子问题的策略. 这种子空间策略改善了 NEWUOA 算法的数值表现.
第二种子空间方法, 即 NEWUOAs (A NEW Unconstrained Optimization Algorithm
with subspace technique based on NEWUOA) 算法, 是本文最大的亮点. 其基本想
法是, 把一个大规模无导数优化问题转化为一系列低维子问题. 我们首先研究
了一个一般性的子空间算法框架, 建立了其全局收敛性和 R-线性收敛速度. 然
后, 使用 NEWUOA 算法作为子问题的求解器, 我们不依赖导数地实现了该框架,
得到了 NEWUOAs 算法. 我们证明了 NEWUOAs 算法在理论上的全局收敛性、R-线
性收敛速度和计算上的有限终止性. 我们还提出了一项预条件技术, 显著改善
了 NEWUOAs 算法对坏条件问题的表现. 据本文作者所知, 这是无导数算法中第
一次引入预条件技术. 实验证明, NEWUOAs 算法不论在函数值计算次数、CPU
时间还是对计算机舍入误差的稳定性上都明显优于 NEWUOA 算法, 后者是目前
最优秀的无导数算法之一. 我们还发现, NEWUOAs 算法很适合求解初始点质量
较差的问题, 这对实际应用领域很有意义, 因为很多实际问题很难给出一个好
的初始点. 不仅如此, 对于很多维数高达 2000 的测试问题, NEWUOAs 算法可以
在几分钟内求到精度很高的解, 且使用的函数值计算次数不超过 50000 (相当
于不到 25 个单纯形梯度). 这是一个突破, 因为目前大部分无导数算法 (包括
NEWUOA 算法) 至多可以求解几百维的问题; 对于它们, 2000 维的问题几乎是不

可求解的.

关键词： 无导数优化, 信赖域方法, 二次插值, 对称 Broyden 修正, Sobolev 半
范数, 子空间方法, 大规模问题



Abstract

Most of the optimization algorithms depend on derivative information of the
problem. However, there are numerous real-world problems where derivatives are
unavailable. This motivates us to study derivative-free optimization methods.

The assessment and comparison of algorithms play important roles in the
research of algorithms. We study how to assess derivative-free algorithms in a
reliable way. Through an example, we show that it is not reliable to merely
count the number of function evaluations. By introducing statistical method,
we establish a new system for the assessment of derivative-free algorithms. The
new system reflects the stability of algorithms with respect to computer rounding
errors, and provides more convincing comparison of different algorithms.

Least Frobenius norm quadratic interpolation and symmetric Broyden up-
date are the most successful methods of constructing models in derivative-free
trust-region algorithms. We prove the equivalence between these two strate-
gies in some cases. The restart technique in NEWUOA is closely related to these
two strategies. We modify the restart criterion in the source code of NEWUOA by
simply deleting four letters and obtain a new version of the source code. The
modification brings considerable improvement. Under the framework of NEWUOA,
we compare least Frobenius norm model and the model established by symmetric
Broyden update. We point out that least Frobenius norm model works better
if a low-precision minimizer is desirable, which is meaningful for applications,
because many problems in practice do not require high-precision solutions.

To study the widely-used least norm quadratic interpolation in derivative-
free methods, we introduce the Sobolev norms and seminorms, which are classical
in PDE theory but rarely noticed in optimization. For the H0 norm and H1 semi-
norm of a quadratic function over an ℓp ball, we obtain explicit formulae in terms
of the coefficients of the function. We prove that least norm quadratic interpola-
tion seeks an interpolant with minimal H1 seminorm over an ℓ2 ball. This obser-
vation provides a new perspective to interpret the interpolation. Consequently,
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we present the geometrical meaning of the parameters in the interpolation. We
apply our theory to study the extended symmetric Broyden update, and propose
a very simple but effective way of choosing the parameters in the update.

Until now, derivative-free methods can only solve problems with modest
dimension. We study subspace techniques to attack large scale problems. We
presents two derivative-free subspace methods. In the first method, we apply the
idea of Hooke-Jeeves pattern-search to derivative-free trust-region method, and
propose to solve the trust-region subproblem in a low-dimensional subspace of
Rn. This subspace strategy improves the performance of NEWUOA. The second
subspace method, which is named as NEWUOAs, is the highlight of the thesis. Its
basic idea is to divide a large scale problem into a sequence of low-dimensional
subproblems. We first study a general subspace algorithm based on this idea,
and present its convergence theory. Then using NEWUOA as the subproblem solver,
we implement the algorithm without using derivatives and obtain NEWUOAs. For
NEWUOAs, we establish its global convergence and R-linear convergence rate in
theory, and prove its finite termination in computation. We propose a precondi-
tioning technique, which improves the performance of NEWUOAs on ill-conditioned
problems. As far as we know, this is the first derivative-free algorithm with pre-
conditioning procedure. In our numerical experiments, NEWUOAs works evidently
better than NEWUOA, in the number of function evaluations, CPU time, and sta-
bility. We also find that NEWUOAs is good at solving problems with bad starting
points, which is favourable in real-world applications. Besides, NEWUOAs is ca-
pable of solving many 2000-dimensional test problems to high precision within
several minutes, using not more than 50000 function evaluations (equivalent to
less than 25 simplex gradients). It is a breakthrough, because most state-of-the-
art derivative-free algorithms can only solve problems with not more than a few
hundreds of variables, and 2000-dimensional problems are nearly unsolvable for
them.

Keywords: derivative-free optimization, trust-region method, quadratic inter-
polation, symmetric Broyden update, Sobolev seminorm, subspace method, large
scale problem
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第一章 引言

非线性优化是最古老的数学分支之一. 在《几何原本》第三卷的命题 7 与
命题 8 中, 欧几里德1 讨论了在定圆周上找一点到定点距离最大或最小的问题.
假定此圆为单位圆, 此定点为 x0 ∈ R2, 则该问题用现代的记号可以描述为

max
x∈R2

∥x− x0∥22 (1.1)

s.t. ∥x∥22 = 1, (1.2)

以及

min
x∈R2

∥x− x0∥22 (1.3)

s.t. ∥x∥22 = 1. (1.4)

问题 (1.1)–(1.2) 与 (1.3)–(1.4) 就是典型的非线性优化问题.
非线性优化问题的一般形式是

min
x∈Rn

f(x) (1.5)

s.t. ci(x) = 0, i = 1, . . . ,me, (1.6)

ci(x) ≥ 0, i = me + 1, . . . ,m. (1.7)

其中, n 为正整数, m 与 me 为非负整数, 且 m ≥ me; f 与 ci (i = 1, . . . ,m) 为
Rn 上的实函数, 且至少有一个不是线性的. 函数 f 称为目标函数, 诸 ci 称为

约束函数. 当 m = 0 时, 问题 (1.5)–(1.7) 称为 无约束优化问题; 否则称为约束
优化问题.

非线性优化问题在国防、经济、工程、管理等领域有广泛应用. 正因为
如此, 非线性优化计算方法的研究在过去几十年里引起了广泛的兴趣, 取
得了丰硕的成果, 比如著名的共轭梯度法 [127, 114, 49, 189, 73] 和拟牛顿法
[50, 64, 21, 124, 56, 22, 52, 125, 126, 53, 24]. 这两种算法的一个共同点是, 它们
都利用了问题的导数信息. 事实上, 这也是目前很大一部分优化方法的特点. 现

1约公元前 325 年 — 公元前 265 年.
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有的优化方法大多为迭代法, 并且主要可以分为两类, 即线搜索方法 [115, 190]
和信赖域方法 [179, 35]. 线搜索方法的基本思想是, 每次迭代先确定一个搜索
方向, 再沿该方向寻找下一个迭代点. 信赖域方法的基本想法是, 每次迭代先建
立问题的一个模型, 然后在某个区域 (信赖域) 内优化该模型, 期望找到更好的
点. 传统上, 这两类方法的实现都经常依赖问题的导数信息2: 线搜索方法根据
梯度信息构造搜索方向, 如最速下降方向、共轭梯度方向、牛顿方向、拟牛顿
方向等; 信赖域方法根据梯度信息构造模型, 如牛顿模型、拟牛顿模型等. 不仅
如此, 因为问题 (1.5)–(1.7) 的最优性条件需要由导数来刻画 [82, 90], 所以大部
分优化方法的终止准则都依赖问题的导数信息.

然而, 实际应用中, 很多问题的导数信息是不可用的. 比如, 有的问题目标
函数没有显式表达式, 其函数值由实际生产、物理实验或计算机模拟给出. 这
种问题的导数信息几乎是不可能得到的. 随着计算机模拟成为越来越重要的科
研手段, 这种问题变得越来越多. 一般地, 若问题 (1.5)–(1.7) 中 f 和诸 ci 至少

有一个函数的导数信息不可用, 则我们称之为 无导数优化问题 (derivative-free
optimization problem). 对于无导数优化问题, 依赖导数信息的方法都不能直
接应用. 那么, 这类优化问题应该如何求解? 显然, 我们需要不依赖导数信
息的方法, 这就是本文要研究的无导数优化方法 (derivative-free optimization
methods) [42], 亦称为直接方法 (direct methods) [190].

作为本文的引言, 本章将在 § 1.1 中举例介绍无导数优化方法的应用, 在
§ 1.2 中综述已有的无导数方法, 在 § 1.3 中概述本文主要内容. 另外, § 1.2.5 是
关于本文术语的一个注记.

§ 1.1 无导数优化的应用

正如上文提到的, 实际应用中很多优化问题的导数信息是不可用的. 本节
简要介绍几个例子. 这些例子参考了 Conn, Scheinberg 和 Vicente 的专著 [42]
和丁晓东的博士论文 [188].

§ 1.1.1 参数调节

大多数计算机程序都含有一些可调节的参数, 它们能够影响程序的性能.
如何设置这些参数以优化程序性能就成为一个重要问题. 传统上, 这些参数或

2必须注意到, 这两类算法框架本身并不依赖问题的导数信息, 这就使得我们可以发展无导数的线搜索
方法和信赖域方法. 详见 § 1.2.
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者根据其数学或物理意义而被预设一个值, 或者由专家或用户根据经验调节.
Audet 和 Orban [9] 讨论了另外一种途径, 即用非线性优化的方法自动调节. 假
设一段计算机程序含有一组参数 p ∈ RK , 其中 K 是这组参数的个数. 每给定
p 的一个值, 程序就有一个性能表现. 假定这个性能可以被量化为 f , 那么 f 就

构成了 p 的一个函数. 我们的目的是最大化程序的性能, 所以参数调节问题可
以描述为优化问题

max
p∈RK

f(p). (1.8)

实际问题中, p 可能要满足一些约束, 比如界约束. 因为 f 没有显式表达式, 它
的值必须通过实际测试这段计算机程序得到, 所以这是一个典型的无导数优化
问题. 通过这种建模方式, Audet 和 Orban [9] 研究了信赖域算法中含有的四个
参数. 文章使用无导数优化算法 MADS [8] 求解问题 (1.8), 得到的参数比经典的
参数选取有更好的数值表现. 感兴趣的读者可以参阅 Audet 和 Orban 的文章
[9].

§ 1.1.2 工程设计

Booker等 [15, 14, 13]研究了直升飞机旋翼叶片设计中的一个优化问题. 该
问题的目标是找到一种设计使得旋翼轮轴受到的振动最小. 决策变量有叶片的
重量、重心位置、各段刚度 (stiffness) 等, 这些变量满足一些界约束和线性约
束. 问题的目标函数没有显式表达式, 函数值是由计算机模拟得到的, 每计算一
个函数值需要的 CPU 时间从几分钟到几天不等. 这也是一个典型的无导数优
化问题. Booker 等使用基于直接搜索的无导数方法求解这一问题, 结果令人满
意.

§ 1.1.3 分子几何

Meza 和 Martinez [103] 以及 Alberto 等 [4] 研究了分子几何 (molecular
geometry) 中的一些优化问题. 比如, 考虑一个包含 N 个原子的原子团, 目标
是找到一种几何结构使得原子团的总能量最小. 这可以描述为一个含有 3N − 6

个变量的无约束优化问题. 它的目标函数值是由数值模拟得到的. 这种问题的
特点是局部极小值点很多. 基于直接搜索的无导数优化方法已被成功应用于与
之相关的一类问题.
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§ 1.1.4 其他应用

无导数优化方法在很多其他领域都有应用, 比如自动误差分析 [77]、电路
设计 [188]、生物医学成像 [116, 117]、动态定价 [93] 等等. 更多的应用建议参
阅 Conn, Scheinberg 和 Vicente 的专著 [42].

§ 1.2 算法综述

前面提到, 现有的很大一部分优化方法都依赖导数. 然而, 无导数优化方法
并不是一类新方法. 恰恰相反, 在优化方法发展的初期, 无导数方法有着广泛
的应用. 这一方面是因为当时缺乏深入的优化理论和精细的优化工具, 另一方
面是因为早期的无导数方法 (比如单纯形方法 [158, 110]) 简单直观, 易于实现.
发展到今天, 无导数方法大致可分为直接搜索方法 (direct search methods)、基
于线搜索的方法 (methods based on line search)、基于信赖域的方法 (methods
based trust region) 等. 本节对现有的无导数方法做一个综述. 我们并不试图
涵盖所有方法, 而仅仅列举最有代表性的方法和文献. 关于这些方法的细节
可以参考列出的文献. 另外, Brent [19]、Kelley [84] 以及 Conn, Scheinberg 和
Vicente [42] 对现有无导数方法有系统的介绍, 丁晓东的博士论文 [188] 也是很
好的参考.

§ 1.2.1 直接搜索方法

学者们 [98, 89, 42]认为, “直接搜索 (direct search)”一词是 Hooke和 Jeeves
[79] (1961 年) 提出的, 但最早的直接搜索方法则被归功于 Fermi 和 Metropolis
[63] (1952 年). Hooke 和 Jeeves [79] 把直接搜索定义为通过比较试探点与当前
最优点的函数值来确定下一个试探点的方法. 更进一步说, 直接搜索方法不使
用具体的函数值 (numerical function values), 而仅仅考察函数值之间的相对优
劣 [167, 98]. 这意味着直接搜索方法既不显式构造目标函数的模型, 也不显式
近似目标函数的梯度 [176]. 显然, 这种搜索方式对函数值信息的利用是不充分
的. 这种特性一方面决定了直接搜索方法不会有很快的收敛速度, 另一方面也
使得直接搜索方法可以应用于更一般的优化问题 (比如, 目标函数的值域不是
实数集, 而是某个定义了偏序的集合 [79]).

模式搜索方法 (pattern search methods) 是一大类直接搜索方法, 其中包括
Fermi-Metropolis 方法 [63]、Box [17] 的 Evolutionary Operation 方法、Hooke-
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Jeeves方法 [79]、Dennis和 Torczon的多方向搜索方法 [164, 54, 165]、Lewis和
Torczon 的 GPS (Generalized Pattern Search) 方法 [94, 166, 95, 96, 7]、Hough,
Kolda 和 Torczon 的 APPSPACK (Asynchronous Parallel Pattern Search) 方法
[80, 88]、Abramson, Audet 和 Dennis 的 MADS (Mesh Adeptive Direct Search)
方法 [1] 等等. 这些方法各有特点. 比如, 多方向搜索方法和 APPSPACK 方法是
专门为并行计算设计的方法, GPS 方法可以处理界约束和线性约束的问题, 而
MADS 对于非光滑的问题也可以保证全局收敛性. Torczon [165]、Lewis, Torczon
和 Trosset [97] 以及 Audet 和 Dennies [7] 分析了一般模式搜索方法的收敛性.

基于单纯形操作 (simplex-based operations [42]) 的方法是另外一大类直
接搜索方法. 其中最著名的是 Nelder 和 Mead [110] 的单纯形方法 (simplex
method, 1965 年). 由于简单直观, Nelder-Mead 方法在工业界应用广泛 (截至
2012 年 3 月, 已被引用一万三千多次). Nelder 和 Mead 的方法从 n + 1 个初

始点构成的单纯形开始迭代, 根据单纯形顶点处的函数值对单纯形进行反射
(reflection)、扩张 (expandsion)、收缩 (contraction)等操作, 期望单纯形会逐步
吻合函数局部的形态 (“The simplex adapts itself to the local landscape” [110]),
并最终收敛于一个局部极小值点. Nelder-Mead 方法没有很好的收敛性理论.
Mckinnon [102] 的例子表明, 对严格凸的函数, 该方法可能收敛到非稳定点.
即使对函数 f(x) = xTx (n = 2), Nelder-Mead 方法的收敛性也没有得到证明
[91, 190]. Lagarias 等 [91] 讨论了 Nelder-Mead 方法对低维问题 (n = 1, 2) 的收
敛性3. Han和 Neumann [74]讨论了维数对 Nelder-Mead方法的影响, 针对函数
f(x) = xTx 给出了有趣的理论结果. 为了改善 Nelder-Mead 方法的收敛性质,
很多学者对其进行了修正, 比如 Kelley [83]、Nazareth 和 Tseng [109]、Price,
Coope 和 Byatt [147] 等等. 需要指出的是, Nelder-Mead 方法受到了 Spendley,
Hext 和 Himsworth [158] 的启发, 后者被认为是最早将单纯形操作引入优化的
文献 (1962 年). 与 Nelder-Mead 方法同一年, Box [18] 介绍了一个类似于单纯
形方法的算法, 可以处理带有界约束的问题.

关于直接搜索方法的更多内容, 请参考 Wright [176]、Lewis, Torczon 和
Trosset [98]、Kolda, Lewis 和 Torczon [89] 等的综述.

3Lagarias 等 [91] 用现代的符号和语言清晰的描述了 Nelder-Mead 方法, Matlab (R2012a) 的内置
函数 fminsearch 就是基于该文的描述而实现的. 本文 § 2.3 的数值实验是基于 fminsearch 函数的.
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§ 1.2.2 基于线搜索的方法

求解无约束优化问题

min
x∈Rn

f(x) (1.9)

的经典线搜索框架可以简单的描述如下.

算法 1.1. (线搜索框架)

步 1. 给定初始点 x1; k := 1.

步 2. 选取搜索方向 dk.

步 3. 在一定意义下求解
min
α≥0

f(xk + αdk), (1.10)

得到步长 αk.

步 4. xk+1 := xk + αkdk; k := k + 1. 转步 2.

可以看到, 该框架并不依赖导数信息. 只要选取搜索方向 dk 和步长 αk 时

能避免使用导数信息, 线搜索框架就可以应用于无导数优化问题. 经典的坐标
轮换 (coordinate descent) 法 [115, 190] 就是一个典型的无导数线搜索方法.

给定搜索方向之后, 步长的选取是一个一维问题, 相对简单, 可以用区间
分割法 (如 Fibonacci 法、黄金分割法)、多项式插值法 [190] 等实现. Diniz-
Ehrhardt, Martínez, 和 Raydán [55] 讨论了一种非单调的无导数线搜索技巧.

搜索方向的选取是一个相对困难的问题. 我们把已有的方法分为三类, 即
交替方向法 (alternating directions method)、共轭方向法 (conjugate directions
method) 和基于近似梯度的方法.
坐标轮换法是最原始的交替方向法, 即轮流使用 n 个坐标方向作为搜索方

向. 坐标轮换法的一个缺点是, 它和最速下降法一样可能出现锯齿 (zigzag) 现
象. 克服这一困难的方法是引入 Hooke 和 Jeeves [79] 提出的模式搜索 (pattern
search)4. Hooke 和 Jeeves 的做法很直观. 假设初始点为 x1, 经过一轮坐标轮换
搜索之后得到 x2, 那么 x2 − x1 很可能是一个下降方向, 所以一个合理的做法
是把下一个试探点选为

x̄ = x2 + α(x2 − x1), (1.11)
4请参考 § 1.2.5 中关于这一术语的注记.
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其中 α 为试探步长 (Hooke 和 Jeeves 取 α = 1). Hooke 和 Jeeves 把 x2 − x1 称

为一轮坐标轮换搜索得到的一个模式方向 (pattern). 在一般情况下, 模式步的
引入能克服锯齿现象, 使算法收敛更快. 坐标轮换的一个简单推广是把 n 个

坐标方向换成任意一组正交基, 而且允许它根据迭代中积累的信息而改变, 这
就是转轴法 (rotating coordinate method) 的思想. 这种方法最早由 Rosenbrock
[150], 故又称为 Rosenbrock 方法 [190]. 值得指出的是, Rosenbrock 方法在选取
正交基时, 新正交基的第一个方向总是上一轮交替方向搜索得到的模式方向.
所以 Rosenbrock 方法天然地融入了模式搜索的思想. 该方法后来经 Davies,
Swann 和 Campey [160, 161] 修改. Palmer [119] 和 Powell [122] 讨论了如何比
较经济的计算迭代中需要的正交基. 如果每一步都使用精确线搜索, 则坐标轮
换法和 Rosenbrock 方法只要收敛就一定收敛到一个稳定点. 袁亚湘 [190] 对交
替方向法的收敛性作了介绍. 值得一提的是, 交替方向法的思想在优化领域的
应用很广, 这一思想与增广 Lagrange函数法相结合可以导致一类求解可分约束
问题的有效方法. 感兴趣的读者可以参考 Esser [60]、Liu, Yang 和 Zhang [99]、
Yang, Zhang 和 Yin [178]、Wen, Golbfarb 和 Yin [171]、He 和 Yuan [75] 等的
研究.

共轭方向法是指逐步产生共轭方向作为搜索方向的方法. 这类方法引入的
出发点是, 共轭方向能够导致二次终止性. 假设我们极小化凸二次函数

f(x) =
1

2
xTHx+ gTx. (1.12)

如果在迭代中能逐步产生一组 H-共轭方向 {d1, d2, . . . , dn} 作为搜索方向, 并
且每次线搜索都是精确的, 则 n 次线搜索完成之后就能得到 f 的全局极小值

点. 共轭梯度法就是一种共轭方向法, 但共轭梯度法依赖导数信息. 不用导数信
息也可以构造共轭方向. 事实上, 我们有以下定理.

定理 1.2 ([190], 定理 5.3.1). 设 1 ≤ k < n, d1, …, dk 线性无关, 且

S1 = z1 + span{d1, . . . , dk} (1.13)

S2 = z2 + span{d1, . . . , dk} (1.14)

是 Rn 中两个不同的子空间. 若 z1 与 z2 分别是二次函数 (1.12) 在 S1 与 S2 上

的极小点, 则 z1 − z2 与 {d1, d2, . . . , dn} H-共轭.
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无导数的共轭方向法就是利用以上定理构造共轭方向的. 最早的共轭方
向法由 Smith [157] 提出. Powell [120] 也研究了共轭方向法, Zagwill [184] 对
Powell 的方法做出了改进. 尽管共轭方向法是针对二次函数提出的, 但正如共
轭梯度法那样, 它可以应用于一般的非线性问题. 实际计算表明, 对于一般的非
线性问题, Powell 的方法优于 Smith 的方法 [190]. 而 Zagwill 的方法对严格凸
函数可以保证全局收敛性 [190].

基于近似梯度的线搜索方法的思想很直接, 就是用某种方式得到近似梯度,
然后模拟经典的基于导数的方法 (比如拟牛顿方法). 最直观的近似梯度的方式
是有限差分. 差分拟牛顿法就是使用这种近似梯度的拟牛顿法. 最早的差分拟
牛顿方法由 Stewart [159] 提出, 他研究了差分 DFP 算法. Gill 和 Murray [65]
研究了基于差分的 Broyden 族方法. 有限差分可以视作插值点特殊选取的插值,
其推广是用更一般的插值或回归建立目标函数的局部模型, 再用模型的梯度作
为目标函数的近似梯度. 如果在单纯形顶点上做线性插值则得到单纯形梯度
(simplex gradient/derivative [16, 48, 47, 45]). Gilmore 和 Kelley [66, 85, 86] 提
出的 Implicit Filtering 方法本质上是一种基于单纯形梯度的拟牛顿方法. Choi
和 Kelley [28] 分析了 Implicit Filtering 的收敛性. 不论是用差分还是插值近
似梯度, 差分步长或插值点距离的控制都是至关重要的问题, Stewart [159] 和
Kelley [85] 讨论了这一问题. 另一种基于近似梯度的无导数方法是无导数拟牛
顿 (quasi-Newton without derivatives)法. 此类方法由 Greenstadt [68, 69]提出.
Greenstadt [68, 69] 推导了基于函数值的拟牛顿条件, 并要求梯度和 Hessian 矩
阵满足某些变分极小性质, 从而可以得到近似梯度和近似 Hessian 矩阵, 进一
步得到搜索方向.

§ 1.2.3 基于信赖域的方法

求解无约束优化问题 (1.9) 的经典信赖域算法框架可以表述如下 [35]. 其中
∥ · ∥ 表示 Rn 上的某种范数.

算法 1.3. (信赖域框架)

步 1. 取初始点 x1, 初始信赖域半径 ∆1 > 0. 设置常数 η1, η2, γ1, γ2 使得

0 < η1 ≤ η2 < 1, 0 < γ1 ≤ γ2 < 1. (1.15)

k := 1.
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步 2. 构造 f 在 xk 处的局部模型 mk.

步 3. 近似或精确求解信赖域子问题

min mk(xk + d) (1.16)

s.t. ∥d∥ ≤ ∆k, (1.17)

得到试探步 sk.

步 4. 计算下降比:
ρk =

f(xk + sk)− f(xk)

mk(xk + sk)−mk(xk)
. (1.18)

步 5. 更新信赖域半径:

∆k+1 ∈


[∆k,∞) 若 ρk ≥ η2,

[γ2∆k,∆k] 若 ρk ∈ [η1, η2),

[γ1∆k, γ2∆k] 若 ρk < η1.

(1.19)

步 6. 若 f(xk + sk) < f(xk), 则 xk+1 = xk + sk, 否则 xk+1 = xk. k := k+1.
转步 2.

可以看到, 该框架不依赖导数信息. 只要在建立模型 mk 时能避免使用导

数信息, 该框架就能应用于无导数优化问题. 传统的信赖域方法中, 常用的模型
有牛顿模型、拟牛顿模型等, 都依赖导数信息. 那么, 当导数信息不可用时, 模
型应该如何建立? 这是基于信赖域的无导数方法的核心问题之一. 目前的方法
主要是使用插值, 也就是说, 在第 k 步迭代中, 选择一个插值点集 Ik, 通过求
解插值问题

mk(y) = f(y), y ∈ Ik (1.20)

来建立模型 mk.
使用插值建立模型并不是一种新方法. 传统的牛顿模型和拟牛顿模型都可

以看做插值模型, 只是它们对导数也有插值要求. 要通过插值问题 (1.20) 确定
模型 mk, 首先要回答的问题是, 插值函数空间如何选取. 目前的方法中, 插值
函数空间的选取主要有三种, 即一次多项式函数空间、二次多项式5 函数空间、

5准确地说, 应为次数不超过二次的多项式. 为方便起见, 我们以后提到 “二次多项式” 或 “二次函数”
都是指次数不超过二次的多项式, 除非另有说明.
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和径基函数 (radial basis functions [130, 132, 23, 141]) 空间. 插值点集 Ik 的选

取也很关键. 因为 Ik 的几何性质会在很大程度上影响插值问题 (1.20) 解的行
为. Ik 的选取首先要使问题 (1.20) 有解, 即要求 Ik 是适定 (poised [42]) 的; 然
后要保证解对目标函数有比较好的近似, 即要求 Ik 是良定 (well poised [42])
的. 关于插值点集适定性 (poisedness) 的讨论可以参考 Sauer 和 Xu [152] 以及
Conn, Scheinberg和 Vicente [42]. 需要指出的是, 在基于插值的方法中, 第 k 次

迭代完成后, Ik 中的点并不会全部被丢弃, 其中的大部分点会被 Ik+1 继承; 绝
大多数情况下, 新得到的迭代点也会进入 Ik+1, 除非这样做会严重影响 Ik+1 的

适定性. 这就大大节约了函数值计算次数. 这与基于差分的方法是不同的.
最早使用插值问题 (1.20) 构造模型的是 Winfield [174, 175] (1969 年).

Winfield 使用的是二次插值. Powell [128] 通过对目标函数和约束函数进行一次
插值构造了 COBYLA 算法, 该算法可以求解带约束的无导数优化问题.
由于 Rn 中的一个二次函数有 (n+ 1)(n+ 2)/2 个自由度, 所以要通过插值

问题 (1.20) 唯一确定一个二次模型, 插值点集 Ik 中至少要有 (n+ 1)(n+ 2)/2

个点. 即使 n 不是特别大 (比如几百), 这也是无法接受的. Conn 和 Toint [43]
构造了一个基于二次插值的无导数算法. 该算法的优点在于, 当插值点的个数
少于 (n+ 1)(n+ 2)/2 时, 仍可以构造插值模型. 其方法是求解二次插值问题

min ∥∇2mk∥2F + ∥∇mk(xk)∥22 (1.21)

s.t. mk(y) = f(y), y ∈ Ik. (1.22)

其中, xk 为第 k 步迭代的信赖域中心. 以 Conn 和 Toint [43] 的算法为雏形,
Conn, Scheinberg 和 Toint [37, 38] 通过二次插值构造了 DFO 算法. DFO 算法的
模型是通过求解二次插值问题

min ∥∇2mk∥2F (1.23)

s.t. mk(y) = f(y), y ∈ Ik. (1.24)

确定的. Newton基本多项式 (Newton fundamental polynomials) [152]在 DFO 算
法的构造中起了重要作用. DFO 使用 Newton 基本多项式度量插值点集 的适
定性, 并指导插值点集的选择和更新. Conn, Scheinberg 和 Toint [36] 证明
了DFO 算法的全局收敛性.

Powell [131] 使用二次插值构造了 UOBYQA 算法. 该算法对于维数不是很大
(比如 n ≤ 20) 的问题表现十分出色. 丁晓东 [188] 对 UOBYQA 作了并行化, 得到
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了 PEUOBYQA 算法. 数值实验表明, PEUOBYQA 算法能够有效缩短计算时间, 提
高求解精度 [188]. 由于 UOBYQA 使用完全二次插值6, 故它需要的函数值计算次
数随着问题维数的增长至少是二次的; 另外, Powell [131] 还指出, UOBYQA 每一
步迭代的计算量随问题维数的增长是四次的. 所以, UOBYQA 不适用于规模比较
大的问题. 为了克服这一困难, Powell [138] 提出了 NEWUOA 算法. 同 DFO 一样,
NEWUOA 可以用少于 (n+ 1)(n+ 2)/2 个插值点构造二次模型. 其方法是求解二
次插值问题

min ∥∇2mk −∇2mk−1∥2F (1.25)

s.t. mk(y) = f(y), y ∈ Ik. (1.26)

Powell 的方法借鉴了拟牛顿方法中最小变化修正 [53] 的思想, 相当于无导数的
对称 Broyden 修正. 数值实验表明, 这种构造模型的方法能提取有用的二阶信
息, 加快算法的收敛. Powell建议在迭代中保持插值点的个数为 2n+1, 这样除
了个别迭代以外, 每步迭代的计算量为 n2 量级. 实际计算中, NEWUOA 需要的函
数值计算次数随问题维数的增长是线性的. 这使得 NEWUOA 可以处理较大规模
的问题. 在 Powell [138] 的数值试验中, 对于 160 维的 ARWHEAD [67] 测试函
数, NEWUOA 仅需要 8504 次函数值计算就可以求到很高精度的解. 而如果用完
全二次插值构造一个 160 个变量的二次函数, 则需要 12800 次函数值计算. 这
表明 NEWUOA 修正模型的技巧是十分有效的. Powell [142] 对 NEWUOA 算法做了
进一步讨论. 在 UOBYQA 和 NEWUOA 的构造中, Lagrangre 插值基函数起到了关
键作用. Lagrangre 插值基函数不仅用来构造插值模型, 还用来反映插值点集的
适定性, 指导插值点集的更新. Powell [134, 133, 135] 详细讨论了 NEWUOA 算法
中 Lagrange 插值基函数的使用和更新. 从数值表现来看 [107], NEWUOA 是目前
最优秀的无导数算法之一. Powell [143] 将 NEWUOA 算法推广到求解界约束问题,
得到了 BOBYQA 算法. 丁晓东 [188] 针对界约束问题的 DFBOLA 算法和 DFBODA
算法也是 NEWUOA 算法的推广, 它们的数值表现与 BOBYQA 相当 [188].

另一种用少于 (n + 1)(n + 2)/2 个插值点建立二次插值模型的方法是

Bandeira, Scheinberg 和 Vicente [10] 提出的稀疏二次插值方法. 这种方法通过

6也就是, 使用 (n+ 1)(n+ 2)/2 个插值条件确定二次插值函数的所有 (n+ 1)(n+ 2)/2 个系数.
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求解二次插值问题

min ∥vec(∇2mk)∥1 (1.27)

s.t. mk(y) = f(y), y ∈ Ik (1.28)

得到二次模型, 其中 vec(∇2mk)是 ∇2mk 的上三角元素组成的 (n+ 1)(n+ 2)/2

维向量. 插值问题 (1.27)–(1.28) 的构造受到了压缩感知 (compressed sensing,
compressive sensing, compressive sampling) [25, 59, 26]理论的启发, 目的是建立
具有稀疏 Hessian矩阵的模型. Bandeira, Scheinberg和 Vicente [10]证明, 当目
标函数的 Hessian 矩阵满足一定的的稀疏性假设且插值点集 Ik 满足一定条件

时, 求解 (1.27)–(1.28) 能够高概率得到一个高精度模型. Bandeira, Scheinberg
和 Vicente [10] 给出了一个基于这种模型的无导数信赖域方法, 并报告了出色
的数值结果.

Marazzi 和 Nocedal [101] 构造了另外一个基于二次插值模型的无导数信赖
域算法. 该算法的特点是, 每一步的信赖域子问题除了有传统的球约束之外, 还
有一个楔形 (wedge) 约束. 其目的是, 在减小目标函数值的同时, 也试图改善插
值点集的适定性.

基于二次插值的无导数信赖域方法还有 Vanden Berghen 和 Bersini [168]
的 CONDOR 算法, 以及 Wild [172] 的 MNH 算法. CONDOR 是 UOBYQA 的一个并行
变体, 并且可以求解一般的约束优化问题. MNH 使用了极小 Frobenius 范数插值
问题 (1.23)–(1.24) 来构造模型, 这一点与 DFO 是类似的. 另外, 针对非线性最
小二乘问题, Zhang, Conn 和 Scheinberg [186, 185] 提出了基于二次插值和信赖
域的 DFLS 算法, 并且证明了该算法的全局收敛性和对于零余量问题的二次收
敛速度. 由于充分利用了问题的特殊结构, DFLS 算法对于最小二乘问题的表现
优于 NEWUOA 算法.

利用径基函数, Oeuvray 和 Bierlaire [116, 117, 118] 构造了 BOOSTERS 算
法, 该算法在生物医学成像方面有成功应用. Wild, Regis 和 Shoemaker [173] 的
ORBIT 也是一个使用径基函数插值的算法.

正如前面提到的, 使用插值建立模型时, 插值点集的选取十分重要. 直观
来讲, 当插值点集接近不适定 (比如, 所有插值点近似落入一个超平面) 时, 插
值得到的模型不会是真实函数的一个良好近似. 因此, 基于插值模型的信赖域
算法在迭代中大都会在必要时引入某种几何步 (geometry step [153], geometry
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phase [62]) 改善插值点集的适定性. 比如 NEWUOA 算法在信赖域步效果欠佳 (
步长过短或下降比不理想) 时会引入一个模型步 (model step), 以改善插值点
集的几何性质, 进而改善插值模型. Conn, Scheinberg 和 Vicente [39, 40, 42] 详
细讨论了插值点集适定性的刻画和改善方法, 以及它对插值函数的影响. 近来,
Fasano, Morales 和 Nocedal 提出了一种不显式使用任何几何步的方法, 实验表
明, 这种方法的数值表现令人满意. Scheinberg 和 Toint [154] 从理论上研究了
这一现象, 证明了基于多项式插值模型的信赖域方法具有某种内在的自修正机
制 (self-correction mechanism), 使得插值点集的适定性能在迭代中自动得到改
善. 但是, Scheinberg 和 Toint [154] 也指出, 要保证算法的全局收敛性, 几何步
是不能完全去除的.

除了使用插值构造模型以外, 当函数值信息足够多时, 也可以使用回归模
型. Billups, Larson 和 Graf [12] 讨论了如何使用带有权重的回归建立二次模型.

Conn, Scheinberg 和 Vicente [41, 42] 讨论了基于信赖域的无导数算法的全
局收敛性.

§ 1.2.4 其他方法

实际应用中, 一些启发式的方法也被用来求解无导数优化问题, 比如模拟
退火 (simulated annealing) [87]、遗传算法 (genetic algorithm) [51]、神经网络
(neural networks) [29] 等等. 这些算法大多基于对某些自然过程的模拟. 感兴趣
的读者可以参考 Michalewicz 和 Fogel 的专著 [104].

§ 1.2.5 关于术语的注记

由于历史的原因, 无导数优化领域有很多术语. 这些术语在以上综述中已
经出现. 为了防止读者在阅读本文或相关文献时出现混乱, 本小节对若干术语
作出注记.

§ 1.2.5.1 关于 “直接搜索”、“直接方法” 与 “无导数方法”

一个很有意思的现象是, 学者们对于直接搜索 (direct search) 的定义十分
在意. 综述文章 Wright [176]、Lewis, Torczon 和 Trosset [98]、Kolda, Lewis 和
Torczon [89] 都有专门的篇幅讨论直接搜索的定义. 甚至有专门的文献论述这
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一问题, 比如 Trosset [167]. 作为直接搜索 (direct search) 一词的滥觞, Hooke
和 Jeeves [79] 特别解释了引入这一概念的动机:

We use the phrase “direct search” to describe sequential examination of
trial solutions involving comparison of each trial solution with the “best” ob-
tained up to that time together with a strategy for determining (as a function of
earlier results) what the next trial solution will be. The phrase implies our prefer-
ence, based on experience, for straightforward search strategies which employ no
techniques of classical analysis except where there is a demonstrable advantage
in doing so.

Trosset [167] 给出的直接搜索的定义是:

A direct search method for numerical optimization is any algorithm that
depends on the objective functions only through the ranks of a countable set of
function values.

上述定义基本反映了 Hooke 和 Jeeves [79] 的本意, 也与 Wright [176]、
Lewis, Torczon和 Trosset [98]、Kolda, Lewis和 Torczon [89]的观点一致. 我们
在 § 1.2.1 中综述的直接搜索方法就是指这类方法.

但是, Powell [129] 和 Swann [161] 所综述的直接搜索方法不限于此. 事实
上, Powell [129] 和 Swann [161] 讨论了所有不依赖导数信息的方法.

鉴于 Hooke 和 Jeeves [79] 最早提出直接搜索时所作的限制, 本文使用 “直
接搜索” 时仅指 Hooke-Jeeves 意义下的直接搜索. 另外, 本文视 “直接方法
(direct methods)” 与 “无导数方法 (derivative-free methods)” 为同义词, 尽管
我们只使用后者.

§ 1.2.5.2 关于 “模式搜索”

最早提出 “模式搜索 (pattern search)” 一词的也是 Hooke 和 Jeeves [79].
Torczon [166] (1997 年) 提出了一个模式搜索的抽象定义, 给出了一般的模式
搜索的框架并证明了全局收敛性. 在此之后, Audet 和 Dennis [6, 7]、Momma
和 Bennett [105]、Nie 和 Ma [113]、Alberto 等 [4]、Al-Sumait, Al-Othman 和
Sykulskii [3] 等都遵循了这一定义.

但是, 本文的作者认为, Torczon [166] 给出的定义是对 Hooke 和 Jeeves
[79] 提出的模式搜索的一种误解, 并未体现 Hooke-Jeeves 模式搜索的思想. 为
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了证明这一点, 下面我们来考察相关的原始文献.

Hooke 和 Jeeves [79] 详细描述了模式搜索的基本思想:

The first type of move is an exploratory move designed to acquire knowledge
concerning the behavior of the function S(φ). …The rudimentary information of
success or failure is utilized by combining it into a “pattern” which indicates a
probable direction for a successful move. …The second type of move is a pattern
move designed to utilize the information acquired in the exploratory moves, and
accomplish the actual minimization of the function by moving in the direction
of the established “pattern”. …The intuitive basis for this type of move is the
presumption that whatever constituted a successful set of moves in the past is
likely again to prove successful.

可见, 算法中的搜索步被分为两类, 即探索步 (exploratory move)和模式步
(pattern move). 而模式步的目的是为了利用探索步发现的模式 (pattern). 这与
我们在 § 1.2.2 中的描述是一致的. 为了进一步阐明模式搜索的含义, Hooke 和
Jeeves [79] 指出:

The direct search procedure outlined above has been termed pattern search
because it is based on the determination of a “pattern” of simple moves that
will give a successful direction in which to move.

Swann [161] 在综述模式搜索时也指出:

Emploratory moves examine the local behavior of the function and seek
to locate the direction of any slope valleys present; pattern moves utilize the
information yielded by the explorations by progressing along any such valleys.

Lawrence 和 Steiglitz [92] 在改进 Hooke-Jeeves 方法时使用的模式搜索概
念也与上述一致.

现在我们来看 Torczon [166] 给出的定义. 在给出抽象的模式搜索的定义之
前, Torczon [166] 描述了其动机:

…it has been apparent to us that the unifying theme that distinguishes these
algorithms from other direct search methods is that each of them performs a
search using a “pattern” of points that is independent of the objective function
f . This informal insight is the basis for our general definition of pattern search
methods.
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这里的 “pattern” 实际是指搜索点所在的网格. 为了描述这种 pattern,
Torczon [166] 引入代数中了格 (lattice) 的概念:

Formally, our definition of pattern search methods requires the existence of
a lattice T …

这已经背离了 Hooke-Jeeves 模式搜索的本意. 可以说, Torczon [166] 定义
的模式搜索并未体现 Hooke 和 Jeeves [79] 描述的 “pattern move” 或 “pattern
search” 的思想.

当然, 这并不影响 Torczon [166] 意义下的模式搜索成为一类强有力的算
法. 我们在 § 1.2.1 中综述的 “模式搜索” 算法正是指 Torczon [166] 界定的这一
类算法. 事实上, 这类算法由于简单直观, 已经成为应用十分广泛的一类无导数
方法. 另外, 格已经成为描述和研究一大类直接搜索算法的标准工具, 感兴趣的
读者可以参考 Conn, Scheinberg 和 Vicente 的专著 [42].

同时, Hooke-Jeeves 模式搜索的思想是不能被忽视的. 我们将在第五章中
借鉴这一思想.

§ 1.2.5.3 关于 “单纯形方法”

Nelder-Mead 单纯形方法与求解线性规划的单纯形方法是两个完全无关的
算法, 尽管名称完全相同.

§ 1.3 本文主要内容

本文将针对无约束优化问题

min
x∈Rn

f(x) (1.29)

研究无导数方法. 我们假定 f 是 Rn 上的实值函数, 其导数信息是不可用的. 另
外, 我们还假定 f 的函数值计算代价很大 (这在 § 1.1 的例子中已经看到). 因
此, 在设计算法时我们力求使用尽量少的函数值计算次数. 我们主要研究基于
信赖域的算法. 与大多数算法一样, 尽管我们不使用导数信息, 但我们在算法的
构造与分析中仍假定目标函数是光滑的.
在第二章中, 我们讨论无导数优化方法的评价方法. 我们观察到, 无导数算

法对计算机舍入误差比较敏感, 即使不引入任何人为噪音, 计算结果也有很强
的随机性. 现有的评价方法并没很好地反映这一点. 我们将用一个例子清楚地
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说明, 传统的评价方法对于无导数算法是不可靠的. 我们介绍一种观察计算机
舍入误差影响的方法, 并相应的建立一套评价无导数算法的新体系. 与传统的
评价方法相比, 新的评价体系能反映算法对计算机舍入误差的敏感性, 对算法
计算开销的刻画也更可靠.

在第三章中, 我们讨论无导数优化中的最小 Frobenius 范数模型与对称
Broyden 修正. 我们首先证明这两种建立模型的策略在某些情况下的等价性.
然后我们研究 NEWUOA 算法中与这两种策略相关的重开始技术, 并给出一个改
进 NEWUOA 源代码的方法. 这种方法只需删除 NEWUOA 源代码的四个字母即可显
著改善其计算效果. 最后, 我们在 NEWUOA 算法的框架下比较最小 Frobenius 模
型和对称 Broyden 修正的数值表现. 我们指出, 在 NEWUOA 算法的框架下, 当求
解精度要求较低时, 最小 Frobenius 范数模型表现更好. 这一事实对应用领域
很有意义, 因为应用中很多无导数优化问题对精度的要求并不高.

在第四章中, 我们将偏微分方程理论中经典的 Sobolev 范数理论引入无导
数方法的研究中, 从一种新的角度阐述一类最小范数插值模型, 并揭示插值中
参数的几何意义. 利用这些结果, 我们研究扩展的对称 Broyden修正, 给出其中
参数的选取方式. 我们的选取方式简单直观, 并且在实验中的表现优于 Powell
[144] 的方法. 我们还将用二次函数的系数给出二次函数的在 ℓp 球上的 H0 范

数和 H1 半范数的统一表达式.

在第五章中, 我们讨论子空间方法在无导数优化中的应用, 提出两种无导
数子空间方法. 我们的第一种方法借鉴 Hooke-Jeeves 模式搜索的思想, 把信赖
域子问题限制在一个低维子空间上求解. 这种策略能够改善 NEWUOA 算法的数
值表现. 第二种方法被称为 NEWUOAs 算法 (A NEW Unconstrained Optimization
Algorithm with subspace technique based on NEWUOA). 它是本文最成功的算法.
我们首先研究一个十分广泛的算法框架, 建立其全局收敛性和 R-线性收敛速
度. 然后, 利用 NEWUOA 算法作为子问题的求解器, 我们不依赖导数地实现该算
法框架, 得到 NEWUOAs 算法. 我们将用实验证明, NEWUOAs 算法的数值表现显
著优于 NEWUOA 算法, 而后者被认为是目前最好的无导数算法之一. 我们还指
出, NEWUOAs 很善于处理初始点质量较差的问题, 从而很适合实际问题的求解.
不仅如此, 我们还将看到, NEWUOAs 算法已经可以十分高效地求解很多维数高
达 2000 的问题. 这是令人振奋的, 因为这一规模已经远远超出了目前大部分无
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导数算法 (包括 NEWUOA 算法) 的求解范围.

第六章是总结和对未来工作的展望.
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§ 2.1 引言

如何客观地评价和比较不同的算法是优化算法研究中的重要问题. 我们需
要可靠的评价体系来比较不同的算法, 以指导应用领域的算法选择和研究领域
的算法改进. 在本章中, 我们建立一种评价无导数优化方法的体系, 这种体系将
在以后各章中用于算法的比较.
对于一般的优化算法, 目前比较流行的评价方法是使用 Dolan 和 Moré [58]

提出的 Performance Profile. 针对无导数优化的特点, Moré 和 Wild [107] 讨论
了如何将 Performance Profile 用于评价无导数算法, 并且提出了 Data Profile
作为另外一种评价标准.

我们发现, 无导数优化算法对计算机舍入误差比较敏感, 即使不引入任何
人为噪音, 计算结果也有很大的随机性. 在比较不同的算法时, 应当采取措施
减小计算机舍入误差带来的偏差, 并把算法对计算机舍入误差的敏感性也作为
一项评价指标. 但这在目前的评价体系中没有得到体现, 这是本章的研究动机.
在本章中, 我们提出一种观察计算机舍入误差影响的方法, 并相应地建立一套
评价无导数算法的体系. 新的评价体系能反映算法对计算机舍入误差的敏感性,
对不同算法的比较也更有说服力.

本章的结构如下. 在 § 2.2 中, 我们简要介绍 Performance Profile 和 Data
Profile. 在 § 2.3 中, 我们介绍一个数值例子, 指出计算机舍入误差对无导数算
法计算结果的影响是不能忽略的. 在 § 2.4 中, 我们建立一套评价无导数算法的
新体系. § 2.5 是本章的总结. 本章部分数值实验的源代码在 § 2.6 中以附录形式
给出.

§ 2.2 Performance Profile 与 Data Profile

Performance Profile 是为了评价和比较不同优化算法而出现的一个概念,
由 Dolan 和 Moré [58] 针对一般的优化算法 (乃至一般的数值方法) 提出.

假设有一组优化算法 S 需要比较1. 我们关心的首要问题是:
1我们真正能比较的实际是基于算法的解法器 (solver, 算法的特定实现), 因此我们使用字母 S.
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问题 2.1. 对给定问题, S 中哪一算法的计算开销最小?

这里的计算开销可能是指 CPU 时间、迭代次数、函数值计算次数、梯度计算
次数等. 问题 2.1 是很难回答的, 因为没有算法适用于一切问题. 只要 S 中的
算法相差不是太大, 该问题不可能有精确的答案. 所以, 我们只能在概率意义下
回答这一问题. Performance Profile 就是为了回答问题 2.1 而提出的概念. 事实
上, Performance Profile 在概率意义上回答了以下问题:

问题 2.2. 对给定问题, S 中哪一算法的计算开销不会超过最小开销的 α

倍 (α ≥ 1)?

这里的最小开销是指 S 中算法的求解该问题的最小计算开销. 当 α = 1 时, 问
题 2.2 就是问题 2.1.

为了回答问题 2.2, 我们使用 S 中的算法求解一组测试问题 P , 统计每
一个算法的计算效果 (是否成功) 和计算开销, 然后通过这些统计数据对 S
中的算法作出比较. 目前受到公认的测试问题集是 Gould, Orban 和 Toint
收集的 CUTEr [67], 其中涵盖了当前文献中大部分的测试问题集, 比如 Hock
和 Schittkowski 的 HS 问题集 [78, 155, 156]、Moré, Garbow 和 Hillstrom 的
Argonn 问题集 [106] 等.
令 tp,s 表示算法 s ∈ S 求解问题 p ∈ P 的计算开销 (若 s 未能成功求解 p,

则令 tp,s = ∞). 给定算法 s̄ ∈ S 和问题 p̄ ∈ P , 定义

rp̄,s̄ =


tp̄,s̄

min{tp̄,s : s ∈ S}
� tp̄,s̄ <∞,

R � tp̄,s̄ = ∞.

(2.1)

其中, R 可以是任何满足

R > max{rp,s : tp,s <∞, p ∈ P , s ∈ S} (2.2)

的常数 (可以取无穷), 它的具体取值不会影响下面的讨论. 可以看出, 当
rp,s < R 时, rp,s 的意义是: 在问题 p 上, 算法 s 的计算开销与相应最小开销之

比. 另外 rp,s = R 当且仅当 s 求解 p 失败.
为了刻画算法在整个测试问题集上的平均表现, 定义函数

πs(α) =
1

|P|
|{p ∈ P : rp,s ≤ α}|, 1 ≤ α < R. (2.3)
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其中, | · | 表示集合的基数. 可以看出, πs 是单调递增的分段常数函数. πs(α)
的意义是: 在求解问题集 P 时, 算法 s 能在最小开销的 α 倍之内求解的问题比

例. 当然, 这必须要求 α ∈ [1, R). 由于 rp,s 的定义, πs 在 [R,∞) 上的值没有意

义.

当问题集 P 足够有代表性时, πs(α) 就估计了 s 能在最小开销的 α 倍之

内求解给定问题的概率. 特别的, πs(1) 估计了 s 能胜过 S 中其他所有算法的
概率. 所以, 问题 2.1 的答案是: 给定问题, 算法 s 计算开销最小的概率约为

πs(1); 而问题 2.2 的答案是: 给定问题, 算法 s 计算开销不超过最小开销 α 倍

的概率约为 πs(α) (1 ≤ α < R). 另外, 给定问题, 算法 s 能成功将其求解的概

率约为 limα→R− πs(α). 粗略地说, πs 的值越大, 意味着算法 s 相对于 S 中其他
算法的表现越好. Dolan 和 Moré [58] 称 πs 为算法 s 的 Performance Profile.

在实际应用中, 计算开销的预算往往是有限的, 故人们还关心以下问题:

问题 2.3. 给定计算开销的预算, 算法 s 能成功求解给定问题的概率是多

少?

为了回答问题 2.3, Moré 和 Wild [107] 提出了 Data Profile 的概念. 问题
2.3 的回答相对简单. 定义

δs(α) =
1

|P|
|{p ∈ P : tp,s ≤ α}|, (2.4)

则问题 2.3 的答案是: 给定计算开销的预算 α, 算法 s 能成功求解给定问题的

概率约为 δs(α). 粗略地说, δs 的值越大, 意味着算法 s 越可靠. Moré 和 Wild
[107] 称 δs 为算法 s 的 Data Profile.

利用 Performance Profile 和 Data Profile, 我们可以将算法的比较可视化:
将 S 中不同算法的 πs 图线在同一张图中显示, 图线较高的算法表现较好. 对
δs 可以做类似处理. 具体的例子请参考第三至第五章的数值实验.

值得注意的是, 算法的优劣不是绝对的. Performance Profile 意义下表现较
好的算法在 Data Profile 意义下未必较好. Moré 和 Wild [107] 对此作了讨论.

有了 Performance Profile与 Data Profile, 似乎我们已经能够有效的比较不
同的算法. 但对于无导数算法来说并非如此. 由 (2.1)与 (2.4)可知, Performance
Profile 与 Data Profile 完全取决于诸 tp,s, 即算法 s 求解问题 p 的计算开销 (若
求解失败则视开销为无穷). 可以看出, tp,s 取决于算法的终止准则. 所以, 要客
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观地比较不同的算法, 终止准则必须一致. 与基于导数的算法不同, 无导数算法
的终止准则很难统一. 另外, 对于无导数优化问题, 人们往往关心算法何时能找
到一个具有充分精度的解. 基于这种考虑, Moré 和 Wild [107] 提出, 在测试算
法时, 将解的精度作为算法终止准则, 并且在不同精度要求下比较不同算法的
表现. 具体的做法是: 给定精度 τ ∈ (0, 1), 令算法 s ∈ S 求解问题 p ∈ P ; 定义
tp,s 为

f1 − fk ≥ (1− τ)(f1 − f ∗), (2.5)

第一次被满足时的计算开销, 其中 f1 为初始点处的函数值, fk 为算法计算的第
k 个函数值, f ∗ 为问题最优值; 若直到迭代自然终止2, (2.5) 也未被满足, 则 s

没有成功将 p 求解到精度 τ , 定义 tp,s = ∞. 实际测试中, 我们未必知道问题的
精确最优值. 通常的做法是, 先令 S 中所有的算法求解 p 直至迭代自然终止,
然后定义 f ∗ 为得到的最优值中最小的一个. 这样, 给定精度要求, 各算法求解
各测试问题的计算开销即可确定, 从而可以使用 Performance Profile 和 Data
Profile 比较各算法的表现.

第一章已经提到, 无导数优化问题的函数值计算代价往往很高. 因此, 在评
价无导数算法时, 计算开销一般使用函数值计算次数来度量. 另外, 由于函数值
计算次数必然受到问题维数的影响, 故在比较无导数算法时, Data Profile 的定
义往往修正为

δs(α) =
1

|P|
|{p ∈ P :

tp,s
np + 1

≤ α}|, (2.6)

其中, tp,s 为函数值计算次数, np 为问题 p 的维数. 事实上, 如果使用单纯形梯
度 [16, 48, 47, 45] 近似函数的梯度, 每次近似需要使用 np + 1 个函数值, 故在
比较无导数算法的函数值计算次数时, 把 np + 1 个函数值作为一个比较是合理

的, 这样既可以使不同维数的问题有可比性, 又可以近似地与基于导数的方法
比较.

以上就是 Dolan 和 Moré [58] 以及 Moré 和 Wild [107] 的主要思想. Moré
和 Wild [107] 利用 Performance Profile 和 Data Profile 比较了无导数算法
NEWUOA [138, 142]、NMSMAX [76] 和 APPSPACK [80] 在不同求解精度下的计算开
销. 文中报告的结果表明, NEWUOA 的数值表现优于另外两个算法.

作为本节的结束, 我们对 Moré 和 Wild [107] 的方法作一个注记.
2算法内置的终止准则被满足. 比如, 信赖域半径或步长达到下限, 或者计算开销达到上限等等.
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条件 (2.5) 是合理的, 但也有其局限性. 由于导数信息的缺失, 无导数方法
的终止准则是算法设计中的重要部分. 因此, 算法是否具有适时终止的能力也
应当纳入算法的比较当中. 所以, 我们建议, 除了比较算法在给定精度下的开销
之外, 还应比较迭代自然终止时的开销. 具体的做法是: 给定问题 p ∈ P , 记 f ∗

为问题的最优值; 给定算法 s ∈ S, 令算法 s 求解问题 p 直至迭代自然终止, 得
到的最优值记为 f ∗

s ; 若 f ∗
s 与 f ∗ 足够接近, 则认为 s 成功求解 p, 定义 tp,s 为

迭代自然终止时的计算开销; 若 f ∗
s 与 f ∗ 相差很大, 则认为 s 求解 p 失败, 令

tp,s = ∞; 最后, 利用 Performance Profile 与 Data Profile 比较各算法. 关于判
断 f ∗

s 与 f ∗ 是否足够接近的准则, 我们建议使用

f1 − f ∗
s ≥ (1− ε)(f1 − f ∗), 且 f ∗

s − f ∗ ≤ εmin{1, |f ∗|}. (2.7)

其中, ε 是一个小正数.

§ 2.3 计算机舍入误差的影响: 一个数值例子

前面提到, 在无导数优化问题中, 函数值的计算代价往往很高, 故无导数
算法的计算开销一般用函数值计算次数来度量. 从一般的观点来看, 要考察某
算法求解某问题的开销, 只要记录终止准则成立时算法花费的函数值计算次
数即可. 但是, 实际计算提示我们, 这种做法并不总是可靠. 这是因为, 无导数
算法往往对计算机舍入误差比较敏感, 计算结果有很强的随机性, 简单的记录
函数值计算次数可能毫无意义. 本节给出一个例子来说明这一点. 该例受到了
Powell [144] 数值试验的启发.

考虑一个测试问题

min
x∈Rn

f(x), (2.8)

初始点为 x0. 我们改变 f 中变量的顺序, 得到一个新的函数和初始点. 准确的
说, 取一个 n 阶置换矩阵 P , 令

f̃(x) = f(Px), x̃0 = P−1x0. (2.9)

现在, 考虑用算法 s 求解问题

min
x∈Rn

f̃(x), (2.10)
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初始点为 x̃0. 理论上说, 若 s 的实现不依赖目标函数中的变量顺序3, 则 s 求解

问题 (2.10) 的计算结果与 P 无关. 然而, 实际结果并非如此. 下面是一个例子.

我们测试 Matlab 7.6.0.324 (R2008a) 内置的 fminsearch 函数. 此函数是
Nelder-Mead 单纯形算法的一个实现, 该实现基于 Lagarias 等 [91] 对 Nelder-
Mead 算法的描述. Matlab 7.6.0.324 提供了该函数的源代码4. 通过检查源代
码可以看到, 算法的实现与变量顺序无关. 测试函数为 BDQRTIC 函数 [67]:

f(x) =
n−4∑
i=1

[
(x2i + 2x2i+1 + 3x2i+2 + 4x2i+3 + 5x2n)

2 + (3− 4xi)
2
]
, x ∈ Rn, (2.11)

初始点为 x0 = (1, . . . , 1), 维数 n取 20. 测试平台为 Dell PC (OPTIPLEX 755),
系统为 Ubuntu 9.04 (Linux 2.6.28-15-generic). 取置换矩阵

P1 = (e13 e16 e15 e14 e2 e10 e8 e12 e1 e19 e5 e20 e3 e6 e18 e7 e11 e4 e9 e17)
T (2.12)

和

P2 = (e10 e8 e16 e7 e14 e2 e19 e13 e17 e5 e1 e4 e18 e3 e15 e9 e6 e12 e11 e20)
T, (2.13)

其中, ei 为 R20 中第 i 个坐标向量. 对 P1 与 P2, 分别按照 (2.9) 产生目标函数
和初始点, 然后用 fminsearch 求解问题 (2.10). 结果是惊人的: 对应于这两个
置换矩阵, fminsearch 求解问题 (2.10) 的计算开销相差近十倍. 表 2.1 列出了
P1 与 P2 对应的计算结果. 其中, 第 2 至第 6 列为不同求解精度对应的函数值
计算次数; 第 7 列为迭代自然终止时的函数值计算次数; 最后一列为两次求解
得到的最优值. 图 2.1 为两次计算中函数值的下降曲线, 其中 k 表示函数值计

算次数, f ∗
k 表示 fminsearch 使用 k 次函数值计算求得的最优值. 这两次计算

的源代码在本章附录 § 2.6 中给出.

如此巨大的差异是如何产生的? 我们注意, 在数学上, 无论置换矩阵如何
选取, fminsearch 求解问题 (2.10) 的计算过程都与求解原始问题 (2.8) 等价,
因为 fminsearch 的计算过程与变量顺序无关. 因此, 计算结果的任何差异都来
自计算机舍入误差的影响. 事实上, 置换矩阵的引入改变了迭代中某些运算 (比

3举例来说, 最速下降法、共轭梯度法的经典实现都不依赖变量顺序, 而坐标轮换法的实现很难不依赖
变量顺序.

4Unix 版本中, fminsearch 的源代码位于 $MATLAB/toolbox/matlab/funfun/fminsearch.m, 其中
$MATLAB 为 matlab 的安装路径.
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表 2.1: 20 维 BDQRTIC 问题对 P1、P2 的实验结果

10−1 10−2 10−3 10−4 10−5 Natural fbest

P1 1203 1968 3590 4384 4695 6617 5.832066E+01
P2 4747 51511 52544 56776 58081 62845 5.832041E+01
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图 2.1: 20 维 BDQRTIC 问题对 P1、P2 的实验结果

如函数值计算中的求和运算) 的顺序. 由于计算机字长有限, 顺序的改变会影响
这些运算的结果, 进一步影响最终计算结果. Dixon 和 Mills [57] 对变尺度算法
讨论了类似的现象. 需要注意的是, 置换矩阵乘向量的运算可以通过变量的赋
值实现, 不会引入误差.

为了更系统的刻画计算机舍入误差对 fminsearch 求解 BDQRTIC 问题
(n = 20) 的影响, 我们随机产生了 10 个置换矩阵, 并用 fminsearch 求解相应
问题. 表 2.2 列出了这 10 次计算的结果. 其中, 第 2 至第 6 列为不同计算精
度对应的函数值计算次数; 第 7 列为迭代自然终止时的函数值计算次数; 最
后一列为各次计算求到的最优值; 最后一行是第 2 至第 11 行数据的相对标
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表 2.2: 20 维 BDQRTIC 问题 10 次随机实验结果

10−1 10−2 10−3 10−4 10−5 Natural fbest

1 2719 8948 10251 11141 13455 16053 5.832041E+01
2 2428 4851 8701 15306 17588 21585 5.832042E+01
3 3541 29261 29631 30976 36221 39567 5.832042E+01
4 1654 4381 14720 15900 16753 22554 5.832041E+01
5 9268 29452 31151 31923 32521 37716 5.832047E+01
6 1828 18565 19652 22327 22746 26977 5.832041E+01
7 3004 6549 17014 24780 25400 28626 5.832041E+01
8 4353 6425 8288 9084 10066 16469 5.832041E+01
9 3267 18659 20606 28658 31326 39946 5.832041E+01
10 3190 5651 16207 17624 18976 21887 5.832041E+01

rstd 0.61 0.75 0.45 0.39 0.38 0.33 0.00

准差 (rstd)5. 我们看到, 不论终止条件如何要求, 函数值计算次数都有很强的
随机性, 相对标准差都在 0.30 以上. 这说明计算机舍入误差对 fminsearch 的
影响不能忽略.
需要注意的是, BDQRTIC 并不是一个十分困难的问题, 因为它的目标函

数是凸的. n = 20 也不是一个特别高的维数.
结束本节之前, 我们指出, 对计算机舍入误差的敏感性并非 fminsearch 独

有. 对于基于信赖域的算法, Zhang [187]给出了一个戏剧性的例子. Zhang [187]
将两个无导数信赖域算法 SYMB 与 ESYMBS 用于求解以下问题

f(x) =
n−4∑
i=1

[
(x2i + 2x2i+1 + 3x2i+2 + 4x2i+3 + 5x2n)

2 − 4xi + 3
]
, x ∈ Rn, (2.14)

初始点为 x0 = (1, . . . , 1), 维数 n 取 20. 该问题是 Powell [136] 给出的另一版本
的 BDQRTIC, 不妨称之为 BDQRTICP. Zhang [187] 使用 SYMB 与 ESYMBS 求
解 20 维的 BDQRTICP 问题, 两个算法自然终止时花费的函数值计算次数分
别为 760 (SYMB) 与 4124 (ESYMBS); 然后, 改变 BDQRTICP 中变量的顺序, 得
到一个新的测试问题, 并使用 SYMB 与 ESYMBS 求解新的问题, 结果是有意思

5一组数据的相对标准差是指其标准差与均值之比, 刻画了这组数据的集中程度.
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的: 两个算法自然终止时花费的函数值计算次数分别为 4267 (SYMB) 与 833

(ESYMBS). 因为算法 SYMB 和 ESYMBS 的实现与变量顺序无关, 所以两次计算在
理论上完全等价, 而结果却正好相反. 上述戏剧性的结果也完全是由计算机舍
入误差导致的. 这一结果也提示我们, 通过简单的记录算法的函数值计算次数
来比较不同的无导数算法是不可靠的. 我们需要更可靠的算法评价体系, 这就
是 § 2.4 要讨论的问题.

§ 2.4 一种新的评价体系

§ 2.3 的例子表明, 要想可靠地比较两个无导数优化算法, 必须将计算机舍
入误差的影响考虑在内; 另外, 算法对计算机舍入误差的敏感性也应当作为评
价算法的一项指标. 基于这两点考虑, 我们给出一个新的评价体系. 根据 § 2.3,
有理由把无导数算法求解给定问题的计算开销视为一个随机变量, 因此我们引
入统计的方法来观测这一随机变量.

假定算法 s 与变量顺序无关, 我们要考察算法 s 求解问题 p 的函数值

计算次数. 设 p 的目标函数为 f , 初始点为 x̂. 随机产生 N 个置换矩阵 Pi

(i = 1, 2, . . . , N), 令

fi(x) = f(Pix), x̂i = P−1
i x̂, i = 1, 2, . . . , N. (2.15)

使用算法 s 求解

min
x∈Rn

fi(x), (2.16)

记录其函数值计算次数 #fi. 若算法 s 求解 p 失败则令 #fi = ∞. 由此, 我们
得到一个向量 #f = (#f1, . . . ,#fN). 计算该向量的均值与标准差:

mean(#f) = 1

N

N∑
i

#fi, (2.17)

std(#f) =

√√√√ 1

N

N∑
i

[#fi − mean(#f)]2. (2.18)

若某 #fi = ∞ 则置上述统计量为无穷6. 当 N 足够大时, mean(#f) 就估计了
s 求解 p 的平均函数值计算开销, 而 std(#f) 反映了 s 求解 p 时对计算机舍入

6这是一种比较严厉的做法. 另一种选择是对 mean(#f) 和 std(#f) 作出适当惩罚. 我们使用前者.
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误差的敏感性. 我们还可以使用相对标准差

rstd(#f) = std(#f)
mean(#f) (2.19)

作为标准化的敏感性度量7. 利用这些统计量, 我们就能相对可靠地反映 s 在 p

上的表现.

现在假定有一组算法 S 需要评价. 我们考察这组算法的两个指标: 计算开
销与对计算机舍入误差的敏感性.

首先考虑计算开销的比较. 如 § 2.2 介绍的一样, 我们可以取测试问题集
P , 然后利用 Performance Profile 与 Data Profile 对算法进行比较. 与 § 2.2 不
同的是, 我们使用上面定义的 mean(#f) 作为算法计算开销的度量 (即 § 2.2 中
的 tp,s). 另外, 给定问题 p, 有两点需要注意:

a.) 为了公平, S 中所有算法在计算 mean(#f) 时应使用相同的一组置换矩阵
Pi (i = 1, . . . , N);

b.) 在条件 (2.5) 与条件 (2.7) 中, f ∗ 应取

min{算法 s 对函数 fi 求到的最优值, s ∈ S, i = 1, . . . , N}. (2.20)

现在考虑算法对计算机舍入误差的敏感性. 类比问题 2.1 和 2.2, 我们提出
以下两个问题:

问题 2.4. S 中哪一算法对计算机舍入误差的敏感性最低 (稳定性最高)?

问题 2.5. S 中哪一算法对计算机舍入误差的敏感性不会超过最稳定算法
的 α 倍 (α ≥ 1)?

问题 2.5 提示我们, Performance Profile 可以用于敏感性的比较. 我们只要
把 (2.1) 中的 tp,s 定义为算法 s 求解问题 p 时的 std(#f) 或 rstd(#f) 即可; 我
们称 std(#f) 的 Performance Profile 为算法 s 的 Sensitivity Profile, 记为 σs;
而称 rstd(#f) 的 Performance Profile 为算法 s 的 R-Sensitivity Profile, 记为
ρs. 它们的值越大意味着算法敏感性越低, 稳定性越高.

7需要注意的是, 相对标准差对比较慢的算法更有利.
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这样, 通过引入统计的方法, 我们建立了一种评价和比较无导数优化算法
的新体系. 新的体系通过 Sensitivity Profile 和 R-Sensitivity Profile 反映算法对
计算机舍入误差的敏感性, 对算法计算开销的比较也更可靠. 需要强调的是, 只
有参与评价的所有算法均与变量顺序无关时, 上述评价体系才是合理的.

§ 2.5 总结

算法的评价是算法设计中的一个重要问题. 合理的评价方法应该能够指导
算法设计和应用领域对算法的选择. Performance Profile 和 Data Profile 提够
了算法评价的有效方法. 然而, 现有的评价方法也存在着不足, 即没有将计算
机舍入误差对算法的影响考虑在内. § 2.3 的例子很清楚地表明, 这种影响对于
无导数优化方法是不可忽略的. 为了更客观地评价无导数优化算法, 我们引入
了统计的方法, 建立了一套新的评价体系. 新的体系不但引入 Sensitivity Profile
和 R-Sensitivity Profile 比较不同算法对计算机舍入误差的敏感性, 而且能够更
可靠地比较不同算法的计算开销. 在以后各章中, 我们将使用这一体系比较不
同的算法.

值得注意的是, 这里比较的敏感性是对于计算机舍入误差而言的. 我们并
未引入任何人为噪音. § 2.4 介绍的统计方法也可以应用于比较算法对噪音的稳
定性, 这里不再赘述. 需要强调的是, 新的评价体系只有在算法与变量顺序无关
时才适用. 另外, 新的评价体系也可以用于一般优化算法的比较.

§ 2.6 附录

本节给出 § 2.3 中对应于表 2.1 与图 2.1 的程序源代码. 给出这些源代码的
目的有两个: 第一, 证明表 2.1 与图 2.1 中展示的不稳定性的确是由计算机舍入
误差引起的; 第二, 演示如何在测试中引入置换矩阵. 我们的程序使用Matlab
编写.

测试中, 我们使用 P1 与 P2 改变 BDQRTIC 问题的变量顺序, 然后调用
fminsearch 函数求解产生的问题. 下面是源代码. 其中, 数组 perm1 与 perm2
是 1, . . . , 20 的重排列, 用于表示置换矩阵 P1 与 P2.
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%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% testpermute.m %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%% fminsearch and permutation
n = 20;
maxfun = 200000;
options.MaxFunEvals = maxfun;
options.MaxIter = maxfun;
format long;
perm1 = [13 16 15 14 2 10 8 12 1 19 5 20 3 6 18 7 11 4 9 17];
[xmin1,fmin1,exitflag1,output1] = ...,

fminsearch(@(x)BDQRTIC(x,perm1),ones(n,1),options);
fmin1
output1
perm2 = [10 8 16 7 14 2 19 13 17 5 1 4 18 3 15 9 6 12 11 20];
[xmin2,fmin2,exitflag2,output2] = ...,

fminsearch(@(x)BDQRTIC(x,perm2),ones(n,1),options);
fmin2
output2
return;
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

下面的代码实现了 BDQRTIC 的目标函数. 其中, 数组 perm 用于引入置
换矩阵.
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% bdqrtic.m %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%% BDQRTIC with permutation
function f = BDQRTIC(x,perm)
f = 0;
n = length(x);
for i = 1 : n-4

f = f + (x(perm(i))^2 + 2*x(perm(i+1))^2 + 3*x(perm(i+2))^2 ...,
+ 4*x(perm(i+3))^2 + 5*x(perm(n))^2)^2 + (3 - 4*x(perm(i)))^2;

end
return;
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
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下面是在我们的测试环境中运行 testpermute.m 输出的结果.

fmin1 =
58.320655411509634

output1 =
iterations: 5218
funcCount: 6617
algorithm: 'Nelder-Mead simplex direct search'

message: [1x194 char]
fmin2 =
58.320413830188400

output2 =
iterations: 50269
funcCount: 62845
algorithm: 'Nelder-Mead simplex direct search'

message: [1x194 char]

要得到表 2.1与图 2.1展示的数据, 还需要在 testpermute.m与 bdqrtic.m
中引入全局变量以记录迭代过程中计算的函数值, 我们不再赘述其中的细节.





第三章 无导数优化中的最小 Frobenius 范数插值与对称
Broyden 修正

§ 3.1 引言

第一章提到, 二次插值模型在基于信赖域的无导数算法中有广泛应用. 比
如Winfield [174, 175]的算法、DFO [37, 38, 36]、UOBYQA [131]、NEWUOA [138, 142]
和 MNH [172] 等方法都使用以下插值问题

Qk(y) = f(y), y ∈ Ik (3.1)

确定第 k 步迭代的模型 Qk, 其中 Qk 为二次函数, Ik 为第 k 步迭代的插值点

集.
问题 (3.1) 是关于 Qk 系数的一个线性方程组. 因为 Rn 中的一个二次函数

有 (n+ 1)(n+ 2)/2 个自由度, 所以要想通过问题 (3.1) 确定唯一的一个 Qk, 至
少需要 (n+1)(n+2)/2个函数值信息. 即使 n不是特别大, 这也是无法接受的.
所以必须考虑欠定 (underdetermined) 的二次插值, 即 |Ik| < (n+ 1)(n+ 2)/2

的情形. 当 |Ik| < (n+ 1)(n+ 2)/2 时, 问题 (3.1) 是一个欠定的线性方程组,
故一般有无穷多个二次函数满足该插值系统. 如何从中确定唯一的模型? 一种
有效的做法是在插值条件 (3.1) 下极小化一个泛函, 从而得到唯一解. 也就是
说, 通过求解

min
Qk∈Q

Fk(Qk) (3.2)

s.t. Qk(y) = f(y), y ∈ Ik (3.3)

来确定模型. 其中, Q 是 Rn 中所有二次函数构成的空间, Fk 是 Q 上的一个泛
函.

DFO 算法与 NEWUOA 算法就是通过上述方法建立模型的. 具体地说, DFO 使
用最小 Frobenius 范数插值建立模型, 即定义 Qk 为插值问题

min
Qk∈Q

∥∇2Qk∥2F (3.4)

s.t. Qk(y) = f(y), y ∈ Ik (3.5)
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的解, 这类似于寻求欠定线性系统的最小 2-范数解. 我们把 (3.4)–(3.5) 定义的
模型称为最小 Frobenius 范数模型. 与 DFO 不同, NEWUOA 的模型由第 k − 1 步

迭代的模型通过最小 Frobenius 范数修正得到, 即 Qk 被定义为插值问题

min
Qk∈Q

∥∇2Qk −∇2Qk−1∥2F (3.6)

s.t. Qk(y) = f(y), y ∈ Ik (3.7)

的解. 其中, Qk−1 是第 k − 1 步迭代的模型, Q0 = 0. NEWUOA 构造模型的方法
(3.6)–(3.7) 受到了拟牛顿法中最小变化修正 [53] 的启发, 是不使用导数信息的
对称 Broyden 修正1.

另外, NEWUOA 还包含了一种重开始技术: 当检测到对称 Broyden 修正
(3.6)–(3.7) 决定的二次函数不适合作为 f 的模型时, 算法放弃对 Qk−1 的修正,
在第 k 步使用最小 Frobenius 范数插值 (3.4)–(3.5) 定义模型 Qk. 这种重开始
在 NEWUOA 的迭代中发生的次数比较少, 却能很大程度上提高算法效率.

Conn, Scheinberg 和 Vicente [42] 认为, (3.4)–(3.5) 与 (3.6)–(3.7) 定义的模
型2 已经被证明是目前基于插值模型和信赖域的无导数方法中最成功的二阶模

型3.

本章研究最小 Frobenius 范数插值 (3.4)–(3.5) 与对称 Broyden 修正 (3.6)–
(3.7). § 3.2 证明这两种策略在某些情况下的等价性, 指出在 DFO 算法框架下,
两种方法定义的模型有时是相同的. § 3.3 对 NEWUOA 的重开始技术做一个讨论,
并提出一种与之相关的改进 NEWUOA 源代码的方法, 这种方法只要修改现有版
本的 NEWUOA 代码中的一行4 即可明显提高算法的性能. § 3.4 在 NEWUOA 的算法
框架下对最小 Frobenius 范数模型和对称 Broyden 修正得到的模型做一个比较;
我们发现, 当求解精度不高时, 最小 Frobenius 范数模型更有优势, 而越到迭
代后期对称 Broyden 修正得到的模型越有优势. § 3.5 是本章讨论的一个总结.
§ 3.6 是关于对称 Broyden 修正的历史注记.

1请参考 § 3.6 中的注记.
2与我们的术语不同, Conn, Scheinberg 和 Vicente [42] 将两种策略定义的模型统称为最小 Frobenius

范数模型 (minimum Frobenius norm models). 为了强调两种策略的区别以及第二种策略的历史渊源, 我
们对两种模型使用不同的术语. 请参考 § 3.6 中的注记.

3 “Minimum Frobenius norm models have so far proven to be the most successful second-order
models in interpolation-based trust-region-methods” [42] (5.4 节).

4事实上, 只需删除四个字母. 详情请参考 § 3.3.2.
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§ 3.2 最小 Frobenius 范数插值与对称 Broyden 修正的关系

可以看到, 对称 Broyden 修正是关于 Qk −Qk−1 的最小 Frobenius 范数插
值. 事实上, 二者的关系不止于此. 本节要证明, 这两种建立模型的策略在某些
情况下是等价的.

在 NEWUOA 与 DFO 中, 插值点集的更新策略是不同的. 一个突出的表现是,
NEWUOA 始终保持插值点数目不变, 而 DFO 则使用尽量多的插值点5. 在每次迭
代完成后, NEWUOA 或者保持插值点集不变, 或者用新的迭代点取代插值点集中
的一个点. 而在 DFO 中, 只要不破坏插值点集的适定性, 算法会把新的迭代点
加入插值点集而不去掉任何已有的点6, 这导致新的插值点集包含旧的插值点
集. 现在我们指出, 在这种情况下, 最小 Frobenius 范数插值 (3.4)–(3.5) 与对称
Broyden 修正 (3.6)–(3.7) 定义的模型是相同的. 也就是说, 我们有以下定理.

定理 3.1. 设 Qk−1 为最小 Frobenius 范数模型, 且 Ik ⊃ Ik−1, 则插值问题
(3.4)–(3.5) 与 (3.6)–(3.7) 等价.

定理 3.1 在几何上是直观的. 我们定义 Q 上的半内积 (semi-inner product
[44])

⟨P,Q⟩ = Tr
[(
∇2P

)(
∇2Q

)]
, P,Q ∈ Q, (3.8)

则插值问题 (3.4)–(3.5) 与 (3.6)–(3.7) 为该半内积下的投影问题. 记

Hk = {Q ∈ Q : Q(y) = 0, y ∈ Ik}, k ≥ 1. (3.9)

因 Ik ⊃ Ik−1, 故 Hk ⊂ Hk−1. Qk−1 为最小 Frobenius 范数模型意味着
Qk−1 ⊥ Hk−1, 从而 Qk−1 ⊥ Hk. 因此, 对任何 Q ∈ Q, Q ⊥ Hk 当且仅当

Q−Qk−1 ⊥ Hk, 从而插值问题 (3.4)–(3.5) 与 (3.6)–(3.7) 等价.

由此可见, 虽然 DFO 算法基于最小 Frobenius 范数模型, 但在某些情形下,
它本质上也采用了对称 Broyden 修正. 有意思的是, 虽然 NEWUOA 算法基于对
称 Broyden 修正, 但它有时也采用最小 Frobenius 范数模型, 这就是本章引言
中提到的重开始技术. 下一节我们对这种技术做一个研究.

5 “Naturally, given a set of points with known function values, we would like to interpolate as many
of them as possible, since we would like to use as much of the provided information as possible” [38].

6 “If we can add the new point to the interpolation set without dropping any other point from the
set, we do so” [38].
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§ 3.3 NEWUOA 的重开始技术以及 NEWUOA 源代码的一个改进

§ 3.3.1 NEWUOA 的重开始技术

本章引言中提到, 当探测到对称 Broyden 修正定义的模型不适合作为第 k

步迭代的模型时, NEWUOA 会放弃对 Qk−1 的修正, 将 Qk 定义为最小 Frobenius
范数模型. 这是一种重开始技术, 因为 Q1 就是最小 Frobenius 范数模型. 在计
算中, 这种重开始发生的次数不多, 却会大大提高算法的效率. 重开始的时机十
分重要, 盲目重开始会丧失模型在之前迭代中积累的信息, 与最小变化修正的
思想相悖. 那么, 为什么要重开始? 何时重开始?

在 NEWUOA 的计算中, 当模型系数过大时, 算法效率会降低. 故 NEWUOA 试
图自动识别系数过大的模型, 并代之以最小 Frobenius 范数模型. 为此, 在每步
信赖域迭代并更新插值点集后, Powell [138] 检查

RATIO ≤ 0.01, 且 ∥∇Qint(x0)∥2 ≤ 0.1∥∇Q(x0)∥2 (3.10)

是否成立, 其中 RATIO 为信赖域迭代的下降比 (即算法 1.3 中的 ρk), Qint 为新

插值点集上的最小 Frobenius 范数模型, Q 为对称 Broyden 修正定义的模型,
x0 为插值基准点 (请参考 Powell [138]); 若连续三次检查 (3.10) 都成立, 则定
义下一个模型为 Qint, 也就是重开始.

条件 (3.10) 中, RATIO ≤ 0.01 意味着上一个模型下降比不佳. 一方面,
这使我们对该模型经最小变化修正得到的模型有负面预期; 另一方面, 如
果上一个模型由对称 Broyden 修正得到, 这也说明上一次修正并不成功.
∥∇Qint(x0)∥2 ≤ 0.1∥∇Q(x0)∥2 意味着 Q 的一阶项系数远大于 Qint. 不仅如此,
根据 Qint 的定义, Q 的二阶项系数也会大于 Qint. 这说明, 如果当前仍选择对
称 Broyden 修正, 将会导致一个系数比较大的模型. 基于这两点, 可能用最小
范数模型取代对称 Broyden 修正是合理的. 尽管如此, Powell [138] 仍倾向于尽
量使用对称 Broyden 修正, 故只有在上述情况连续出现三次时才放弃修正, 选
择重开始.

上述重开始技术的引入大大提高了 NEWUOA 的效率, 这方面的例子可以参
考 Powell [138] 的数值结果. 关于重开始的更多细节, 也请参考 Powell [138].
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§ 3.3.2 NEWUOA 源代码的一个改进

本小节的讨论基于 Powell 教授 2010 年 11 月 1 日提供给本文作者的
NEWUOA 算法的 Fortran 77 源代码. 我们发现, 在 NEWUOA 的源代码中, 重开始
的准则与 Powell [138] 的叙述有所不同. 其中的一个差异在于对下降比的要求.
源代码的重开始准则对下降比的要求是

|RATIO| ≤ 0.01. (3.11)

上述条件体现在 NEWUOA 源代码的第 446行. 我们的问题是, 条件 |RATIO| ≤ 0.01

与条件 RATIO ≤ 0.01 哪一个更优? 这看似是一个微不足道的问题. 然而, 我们
将用实验证明, 二者的带来的差异是十分显著的.
我们把 NEWUOA 源代码的第 446 行

IF (DABS(RATIO) .GT. 1.0D-2) THEN
修改为

IF ((RATIO) .GT. 1.0D-2) THEN
得到一个新版本的 NEWUOA 代码, 称之为 NEWUOAm (NEWUOA modified). 然后我们
采用第二章 § 2.4 建立的评价体系来比较 NEWUOAm 与原始的 NEWUOA 代码. 我们
的测试问题集是 Toint [162]、CUTEr [67]、Powell [138] 以及 Lukšan, Matonoha
和 Vlček [100]中的 50个可变维数的无约束优化问题, 问题名称在表 3.1中给出.
其中, TOINTTRIC 取自 Toint [162], ARWHEAD、CHROSEN、PENALTY1、
PENALTY2、SPHRPTS 和 VARDIM 取自 Powell [138], DIXMAANM、DIX-
MAANN、DIXMAANO、DIXMAANP和 FLETCBV3取自 Lukšan, Matonoha
和 Vlček [100], 其余问题取自 CUTEr [67]. ARGLINA、ARGLINB和 ARGLINC
问题中参数 m 设为 2n. 问题目标函数与初始点请参阅相应文献. 对于每一个
测试问题, 我们对 20、24、28、32、36、40 等 6 个维数进行了求解7. 每一次
求解都按照 § 2.4 做了 10 次随机置换. 我们统计了求解精度 (即条件 (2.5) 中的
τ) 为 10−i (i = 2, 4, 6, 8, 10) 时的函数值计算次数, 也统计了迭代自然终止时的
函数值计算次数 (条件 (2.7) 中取8 ε = 10−10).

7测试中, 我们实际进行了 2× 10 × 6× 50 = 6000 次求解. 由于无导数优化方法效率较低, 所以实验
过程十分耗时. 正因为如此, 我们没有测试较高维数的问题. 第五章将专门讨论高维问题的求解.

8我们对条件 (2.7) 中参数 ε 的设置十分严苛. 这是因为, 原始版本的 NEWUOA 自然终止时求得的解精
度大都很高, 100 维以内的问题一般在 10−10 以上; 如果修改后的版本能减少函数值计算次数, 但代价是
求解精度的降低, 我们认为这种修改是不可接受的, 应当视为失败. 这与比较两个完全不同的算法时所采
用的标准是不同的.
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表 3.1: 测试问题名称

ARGLINA ARGLINB ARGLINC ARWHEAD BDQRTIC
BROWNAL BROYDN3D BRYBND CHROSEN COSINE
CRAGGLVY CURLY10 CURLY20 CURLY30 DIXMAANE
DIXMAANF DIXMAANG DIXMAANH DIXMAANI DIXMAANJ
DIXMAANK DIXMAANL DIXMAANM DIXMAANN DIXMAANO
DIXMAANP DQRTIC EDENSCH EG2 ENGVAL1
FLETCBV2 FLETCBV3 FREUROTH GENBROWN GENHUMPS
INTEGREQ LIARWHD NONCVXUN PENALTY1 PENALTY2
POWER SBRYBND SCHMVETT SCOSINE SPARSINE
SPARSQUR SPHRPTS TOINTGSS TOINTTRIG VARDIM

NEWUOA 的代码中包含三个用户可选参数, 即每个模型所用插值点的个数
NPT、初始信赖域半径 RHOBEG 以及终止信赖域半径 RHOEND. 在实验中, NPT 按
Powell [138] 的推荐取 2n + 1, n 为问题维数; RHOEND 取 NEWUOA 代码预设的
10−6; RHOBEG 的取法分两种情况: Powell [138] 的测试问题按文中给出的方式
选取, 其他问题取 1. NEWUOA 使用了两个信赖域半径, 当较小的信赖域半径达
到 RHOEND 时迭代终止. 详情请参考 Powell [138]. NEWUOAm 的代码仅仅修改了
NEWUOA 代码的第 446 行, 其余部分与 NEWUOA 完全相同. 实验中, 我们设置最
大函数值计算次数为 50000.

我们的实验平台是 Dell PC (OPTIPLEX 755), 系统是 Ubuntu 9.04 (Linux
2.6.38-15-generic), 编译器是 GCC 4.3.3 中的 gfortran.

图 3.1 至图 3.6 给出了 NEWUOA 与 NEWUOAm 在满足不同精度要求以及迭
代自然终止时的 Performance Profile、Data Profile、Sensitivity Profile 与 R-
Sensitivity Profile. 图线越高说明算法表现越好. 四种 Profile 的定义请参考
第二章.

可以看到, 无论终止条件如何, NEWUOAm 的 Performance Profile、Data
Profile、Sensitivity Profile 和 R-Sensitivity Profile 总是高于 NEWUOA. 这说明,
在我们的实验中, NEWUOAm 无论在计算开销还是对计算机舍入误差的敏感
性方面都优于 NEWUOA. 特别值得注意的是, 每一种终止条件下, NEWUOAm 的
Performance Profile 都是几乎水平的. 这说明, 对实验中的几乎所有问题, 只要
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NEWUOAm 求解成功, 它所花费的函数值计算次数就不比 NEWUOA 多.

结论是显而易见的: 在我们的测试中, NEWUOAm 的表现优于原始版本的
NEWUOA 代码. 也就是说, 我们仅仅改动了 NEWUOA 源代码的一行 (删掉了 DABS
四个字母), 就得到了一个改进版本的代码. 这从一个侧面反映了在 NEWUOA 中
选择合适的时机重开始的重要性.

基于以上, 我们建议用 NEWUOAm 代码代替原始版本的 NEWUOA 代码. 今后,
本文中提到的 NEWUOA 代码均指 NEWUOAm 版本的代码, 原始版本的 代码不再

使用. 我们希望在我们的算法与 NEWUOA 进行比较时, NEWUOA 能发挥最大的潜
力. 这样的比较才是有意义的.
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图 3.1: NEWUOA 与 NEWUOAm 的数值表现 (精度 τ = 10−2)
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图 3.2: NEWUOA 与 NEWUOAm 的数值表现 (精度 τ = 10−4)



第三章 无导数优化中的最小 FROBENIUS 范数插值与对称 BROYDEN 修正 41

0 0.5 1 1.5 2
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

log
2
(α)

π
s
(α

)

 

 

NEWUOA

NEWUOAm

(a) Performance Profile

0 50 100 150
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

α

δ
s
(α

)

 

 

NEWUOA

NEWUOAm

(b) Data Profile

0 1 2 3 4
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

log
2
(α)

σ
s
(α

)

 

 

NEWUOA

NEWUOAm

(c) Sensitivity Profile

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

log
2
(α)

ρ
s
(α

)

 

 

NEWUOA

NEWUOAm

(d) R-Sensitivity Profile

图 3.3: NEWUOA 与 NEWUOAm 的数值表现 (精度 τ = 10−6)
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图 3.4: NEWUOA 与 NEWUOAm 的数值表现 (精度 τ = 10−8)
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图 3.5: NEWUOA 与 NEWUOAm 的数值表现 (精度 τ = 10−10)
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图 3.6: NEWUOA 与 NEWUOAm 的数值表现 (迭代自然终止)
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§ 3.4 最小 Frobenius 范数插值与对称 Broyden 修正的比较

既然最小 Frobenius 范数模型与对称 Broyden 修正得到的模型 “已经被证
明是目前基于插值模型和信赖域的无导数方法中最成功的二阶模型”, 那么一个
自然的问题是: 这两种模型哪个更好? 本节通过数值实验对这两种模型的实际
计算效果做一个比较.
我们的实验在 NEWUOA 的算法框架下进行. 我们定义一个算法 LFN, 该算法

每一步都使用最小 Frobenius 范数模型, 除此之外与 NEWUOA 没有任何区别. 因
为 NEWUOA 包含了 § 3.1 中介绍的重开始技术, 所以 LFN 算法等价于每步都重开
始的 NEWUOA 算法. 故我们可以很容易的由 NEWUOA 的代码得到 LFN 的代码: 只
要修改 NEWUOA 代码中的重开始准则, 令算法每一步都重开始即可.

我们采用第二章 § 2.4 建立的评价体系来比较这两种算法. 我们的测试问题
集是 § 3.3.2 中使用的 50 个可变维数的无约束优化问题. 对于每一个测试问题,
我们对 20、24、28、32、36、40 等 6 个维数进行了求解. 每一次求解都按照
§ 2.4 做了 10 次随机置换. 我们统计了求解精度 (即条件 (2.5) 中的 τ) 为 10−i

(i = 1, . . . , 10) 时的函数值计算次数, 也统计了迭代自然终止时的函数值计算次
数 (条件 (2.7) 中取 ε = 10−10).

NEWUOA 的代码中用户可选参数 NPT、RHOBEG 和 RHOEND 的选取与 § 3.3.2
相同. LFN 算法的代码仅仅修改了 NEWUOA 代码的重开始准则, 其余部分与
NEWUOA 完全相同. 实验中, 我们设置最大函数值计算次数为 50000.

我们的实验环境与 § 3.3.2 相同.
图 3.7 至图 3.17 给出了NEWUOA 算法与 LFN 算法在满足不同精度要求以

及迭代自然终止时的 Performance Profile、Data Profile、Sensitivity Profile 与
R-Sensitivity Profile. 图线越高说明算法表现越好. 四种 Profile 的定义请参考
第二章.

实验结果表明, NEWUOA 算法与 LFN 算法的对比很大程度上依赖于求解精
度的要求. 我们先来比较算法使用的函数值计算次数, 这体现在 Performance
Profile 和 Data Profile 中. 可以看出, 当精度为 10−1 时, 两种算法的表现相当;
精度为 10−2 与 10−3 时, LFN 算法的表现明显优于 NEWUOA 算法; 精度为 10−4

时, LFN 算法略优于 NEWUOA 算法, 但区别不大; 当求解精度不低于 10−5 以及

算法自然终止时, NEWUOA 算法的表现明显优于 LFN 算法.
我们再来比较算法对计算机舍入误差的敏感性, 这体现在 Sensitivity
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Profile和 R-Sensitivity Profile中. 可以看出, 当精度不高于 10−5时, LFN 算法的
表现优于 NEWUOA 算法; 当精度不低于 10−6以及算法自然终止时, 在 Sensitivity
Profile 的意义下 NEWUOA 算法的表现优于 LFN 算法, 而在 R-Sensitivity Profile
的意义下, LFN 算法的表现并不逊于 NEWUOA 算法 (LFN 算法的 R-Sensitivity
Profile最终低于 NEWUOA 算法, 是因为后者求解成功率更高). Sensitivity Profile
和 R-Sensitivity Profile 的不同是因为 R-Sensitivity Profile 是一个相对于函数
值计算次数的比值, 因而它对较慢的算法更有利.
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图 3.7: NEWUOA 与 LFN 的数值表现 (精度 τ = 10−1)
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图 3.8: NEWUOA 与 LFN 的数值表现 (精度 τ = 10−2)
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图 3.9: NEWUOA 与 LFN 的数值表现 (精度 τ = 10−3)
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图 3.10: NEWUOA 与 LFN 的数值表现 (精度 τ = 10−4)
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图 3.11: NEWUOA 与 LFN 的数值表现 (精度 τ = 10−5)
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图 3.12: NEWUOA 与 LFN 的数值表现 (精度 τ = 10−6)
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图 3.13: NEWUOA 与 LFN 的数值表现 (精度 τ = 10−7)
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图 3.14: NEWUOA 与 LFN 的数值表现 (精度 τ = 10−8)
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图 3.15: NEWUOA 与 LFN 的数值表现 (精度 τ = 10−9)
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图 3.16: NEWUOA 与 LFN 的数值表现 (精度 τ = 10−10)
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图 3.17: NEWUOA 与 LFN 的数值表现 (迭代自然终止)
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我们的结论是: 在我们的实验中, 当求解精度不高 (比如不高于 10−4) 时,
综合计算开销与稳定性来看 LFN 算法优于 NEWUOA 算法; 当求解精度很高 (比
如不低于 10−5) 时, NEWUOA 算法则优于 LFN 算法. 由此可见, NEWUOA 越到迭
代后期表现越好, 这是因为, 离解越近, 目标函数的曲率信息越重要, 而对称
Broyden 修正比最小 Frobenius 范数模型更善于收集曲率信息. LFN 算法在低
精度要求下的良好表现十分值得注意, 因为在无导数优化的实际应用中, 10−4

可能已经是一个足够高的精度了.

上述实验中我们仅仅求解了 20 至 40 维的问题. 图 3.18 展示了 NEWUOA 算
法与 LFN 算法分别求解 100 维 ARWHEAD 问题与 CHROSEN 问题得到的函
数值下降曲线. 从中, 我们很清晰地看到, 在这两次求解中, 迭代初期 LFN 算法
表现更好, 而迭代后期 NEWUOA 算法表现更好.

必须指出的是, 我们的实验不能作为 NEWUOA 算法与 DFO 算法的比较. 这
是因为, 我们的比较是在 NEWUOA 的算法框架下进行的. DFO 算法的核心除了最
小 Frobenius 范数模型之外还有很多重要技术, 比如 Newton 基本多项式的使
用, 插值点集的选择与更新等等. 所有这些技术有机结合在一起, 不能进行简单
的切割.
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图 3.18: NEWUOA 与 LFN 求解 100 维 ARWHEAD 问题与 CHROSEN 问题的函
数值下降曲线
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§ 3.5 总结

本章研究了无导数优化中的最小 Frobenius 范数插值与对称 Broyden 修
正. 二者目前被认为是基于插值模型和信赖域的无导数方法中最好的模型构
造策略. 我们首先证明了这两种策略在某些情形下的等价性, 指出基于最小
Frobenius 范数模型的 DFO 算法有时也采用了对称 Broyden 修正. 另一方面,
基于对称 Broyden 修正的 NEWUOA 算法有时也采用最小 Frobenius 范数模型,
这就是 NEWUOA 算法的重开始技术. 我们发现 NEWUOA 源代码中的重开始准则
与 Powell [138] 中叙述的有所不同. 为了比较它们对下降比的要求哪一个更优,
我们修改 NEWUOA 源代码中的一行, 得到了一个新版的代码 NEWUOAm. 在我们
的实验中 NEWUOAm 代码明显优于原始版本的 NEWUOA 代码. 因此, 我们建议用
NEWUOAm 代码代替原始版本的 NEWUOA 代码. 我们还比较了最小 Frobenius 范数
模型与对称 Broyden 修正在 NEWUOA 算法框架下的表现. 在我们的实验中, 求
解精度不高时前者较优, 而越到迭代后期对称 Broyden 修正表现越好, 这是因
为对称 Broyden 修正在迭代过程中逐步积累的曲率信息有助于提高局部收敛速
度. 因为很多实际问题对于求解精度要求并不高, 所以最小 Frobenius 范数模
型在低精度要求下的良好表现应该引起足够的重视.

在 § 3.3 中, 我们并没有把 NEWUOAm 称为对 NEWUOA 算法的改进, 而称为
对 NEWUOA 源代码的改进. 因为这一改进已经包含在 Powell [138] 对 NEWUOA 的
描述中. 这仅仅是编程实现的不同, 算法并没有区别. 我们指出这一改进的目
的有两个, 一是展示重开始技术对 NEWUOA 的重要性, 二是为后面的数值比较
提供一个更合理的 NEWUOA 的版本. 我们希望在我们的算法与 NEWUOA 比较时,
NEWUOA 能发挥最大的潜力, 这样的比较才有意义.

通过 § 3.3 与 § 3.4 的实验我们看出, 最小 Frobenius 范数模型与对称
Broyden 修正各有优势, 两者合理的结合可以有效提高算法效率. 因此有必
要研究两种策略杂交的算法. 一种显而易见的做法是, 迭代初期使用最小
Frobenius 范数模型, 迭代后期转向对称 Broyden 修正. 如何选择转换的准则是
其中的关键问题. 更一般的做法是, 在第 k 步使用凸组合

(1− σk)Q
F
k + σkQ

B
k (3.12)

作为模型, 其中 QF
k 为最小 Frobenius 范数模型, QB

k 为对称 Broyden 修正得到
的模型, σk 是凸组合参数. 显然该模型仍满足插值条件 (3.1). 其中的关键问题
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是 σk 的调节. 借鉴 NEWUOA 的重开始策略, 我们可以根据 Qk−1 的表现 (如信赖
域子问题的下降比) 以及 QB

k 与 QF
k 的系数对比来确定 σk. 还有一种选择是, 每

一步求解两个信赖域子问题, 一个使用 QF
k 作为模型, 另一个使用 QB

k 作为模

型; 第 k + 1 步迭代中, 通过前面迭代中两种模型的表现决定 QB
k+1 应该由 QF

k

还是 QB
k 修正得到. 这种策略的优点在于它适合并行计算. 以上这些都是值得

研究的问题.

§ 3.6 关于无导数对称 Broyden 修正的历史注记

本节是一个历史注记. 我们给出无导数对称 Broyden 修正与经典方法的渊
源, 并简述该修正方法的研究历史.

对称 Broyden 修正最早出现在拟牛顿方法中. 假定我们求解无约束优化问
题

min
x∈Rn

f(x). (3.13)

其中 f 的导数信息可用. 设在第 k 步迭代我们有 ∇2f(xk) 的一个近似 Bk, 且

sk = xk+1 − xk ̸= 0, yk = ∇f(xk+1)−∇f(xk), (3.14)

则拟牛顿方法的对称 Broyden 修正公式是

Bk+1 = Bk +
(yk −Bksk)s

T
k + sk(yk −Bksk)

T

sT
k sk

− sT
k (yk −Bksk)sks

T
k

(sT
k sk)

2
. (3.15)

该修正可以理解为 Broyden 非对称秩 1 修正 [190] 的对称化. 它由 Powell [123]
(1970年)提出, 所以常被称为 Powell的对称 Broyden公式, 简称 PSB (Powell’s
symmetric Broyden) 公式. Dennis 和 Schnabel [53] 指出, PSB 公式是一个最小
Frobenius 范数修正公式, 也就是有以下定理.

定理 3.2 ([53], 定理 4.2). 设 Bk 对称, 则 PSB 公式 (3.15) 给出的 Bk+1 是

问题

min ∥B −Bk∥F (3.16)

s.t. Bsk = yk, B
T
k = Bk (3.17)

的唯一解.
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用插值的语言, 定理 3.2 可描述为:

定理 3.3. 设 Qk 是一个二次函数. 插值问题

min
Q∈Q

∥∇2Q−∇2Qk∥F (3.18)

s.t. ∇Q(xk+1) = ∇f(xk+1) (3.19)

∇Q(xk) = ∇f(xk) (3.20)

Q(xk+1) = f(xk+1) (3.21)

的唯一解是

Q(x) =
1

2
(x− xk+1)

TBk+1(x− xk+1) + [∇f(xk+1)]
T(x− xk+1) + f(xk+1). (3.22)

其中, Bk+1 由 PSB 公式 (3.15) 给出, Bk = ∇2Qk.

由此可见, 修正 (3.6)–(3.7) 是 PSB 公式的无导数版本.

Powell 最早将修正 (3.6)–(3.7) 引入无导数优化方法中. 这一修正最早
见于文献是在 Powell [134] (2002 年 2 月), 最早发表是在 Powell [136] (2003
年). Powell [138] 给出了一段有趣的历史注记. 那里提到, 关于该技巧的研
究始于 2002 年 1 月. 当发现这一修正的良好表现之后, Powell 着手研究基
于该技巧的算法, 即后来的 NEWUOA 算法. 但这一修正的 Fortran 实现直到
2003 年 12 月才完成, 因为 “throughout the first 18 months of the development,
computer rounding errors caused unacceptable loss of accuracy in a few difficult
test problems”. NEWUOA 算法的研究是漫长和充满挫折的9. 关于 NEWUOA 的研究
进展, Powell 在 2002 年 2 月 [134]、2002 年 10 月 [133]、2003 年 3 月 [135] 和
2004 年 1 月 [140] 先后作了报告. 直到 2004 年 11 月, 也就是修正 (3.6)–(3.7)
提出近 3 年之后, Powell [138] 才第一次详细介绍了基于该修正的 NEWUOA 算法.
后来, Powell [144] (2010年 3月)将修正 (3.6)–(3.7)做了扩展 (我们将在第四章
中详细讨论这一扩展).

Powell [134, 133, 135, 140, 138]最初将修正 (3.6)–(3.7)称为 “最小 Frobenius
范数修正 (least Frobenius norm updating)”; 而在 Powell 后来的文章 [143, 144,

9 “The development of NEWUOA has taken nearly three years. The work was very frustrating …”
[138].
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145] 以及 Powell 2011 年 9 月 21 日发给本文作者的 email 中, 该修正被称为
“对称 Broyden (symmetric Broyden)”. 我们倾向于使用第二个名称, 因为它揭
示了该方法的历史渊源.
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§ 4.1 引言

第三章提到, 插值问题

min
Qk∈Q

Fk(Qk) (4.1)

s.t. Qk(y) = f(y), y ∈ Ik (4.2)

经常用来构造无导数算法中的信赖域子问题的模型. 其中, Q 为 Rn 中所有二

次函数构成的空间, Fk 为 Q 上的一个泛函, Ik 为一个插值点集. 根据本文作
者涉猎的文献, 无导数方法的研究中, 最早使用 (4.1)–(4.2) 构造模型的是 Conn
和 Toint [43]. 那里

Fk(Q) = ∥∇2Q∥2F + ∥∇Q(xk)∥22. (4.3)

其中, xk 为第 k 步迭代的信赖域中心. Conn 和 Toint [43] 报告, 使用上述模型
构造的一个算法比一个基于有限差分和 LANCELOT [34] 子程序的算法更高效和
稳定. 但是, 作者们并未针对性地解释目标泛函 (4.3) 的引入动机. 以 Conn 和
Toint [43] 的算法为雏形, Conn, Scheinberg 和 Toint [36, 37, 38] 构造了 DFO 算
法. DFO 算法仍使用插值问题 (4.1)–(4.2) 构造模型, 不过 DFO 的模型是第三章
介绍的最小 Frobenius 范数模型. 换句话说, DFO 使用的目标泛函为

Fk(Q) = ∥∇2Q∥2F. (4.4)

Wild [172] 提出的 MNH 算法也使用了最小 Frobenius 范数模型. Conn, Schein-
berg 和 Vicente [42] 通过下面的定理为目标泛函 (4.4) 提供了一个解释.

定理 4.1 ([42], 定理 5.4). 设插值点集 Ik = {y0, y1, . . . , ym} (m ≥ n) 包
含在球

B = {x ∈ Rn : ∥x− y0∥2 ≤ r} (4.5)
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中, 且矩阵
L =

1

r
(y1 − y0 · · · ym − y0) (4.6)

秩为 n. 若 f 于球 B 上可微, ∇f 于球 B 上 Lipschitz 连续, 且 Lipschitz 常数
为 ν > 0, 那么对任何满足插值条件

Q(y) = f(y), y ∈ Ik (4.7)

的二次函数 Q 与任何 x ∈ B, 有

∥∇Q(x)−∇f(x)∥2 ≤
5
√
m

2
∥L+∥2(ν + ∥∇2Q∥2)r, (4.8)

以及

|Q(x)− f(x)| ≤
(
5
√
m

2
∥L+∥2 +

1

2

)
(ν + ∥∇2Q∥2)r2. (4.9)

其中, L+ 为 L 之广义逆.

在定理 4.1 的意义下, 极小化二次模型 Hessian 矩阵的某种范数有助于模
型对目标函数的逼近. 需要注意的是, 定理 4.1 中 Hessian 矩阵的范数是 2-范
数, 而 DFO 算法的目标泛函 (4.4) 中 Hessian 矩阵的范数是 Frobenius 范数. 换
句话说, 定理 4.1 并不能为目标泛函 (4.4) 提供精确的解释.

Powell [134, 133, 135, 140, 138, 142, 143] 将对称 Broyden 修正引入无导数
方法的研究中. 第三章已经介绍, 对称 Broyden 修正是使用目标泛函

Fk(Q) = ∥∇2Q−∇2Qk−1∥2F (4.10)

来确定第 k 步迭代的模型. 对称 Broyden 修正的一个优点是, 如果目标函数 f

为二次函数, 那么由该修正得到的模型 Qk 满足

∥∇2Qk −∇2f∥2F
= ∥∇2Qk−1 −∇2f∥2F − ∥∇2Qk −∇2Qk−1∥2F
≤∥∇2Qk−1 −∇2f∥2F.

(4.11)

因此, ∇2Qk 比 ∇2Qk−1 更好地逼近 ∇2f , 除非 ∇2Qk = ∇2Qk−1.
Powell [144, 146] 推广了对称 Broyden 修正. 其做法是在目标泛函 (4.10)

中引入一个一阶项, 即考虑

Fk(Q) = ∥∇2Q−∇2Qk−1∥2F + σ∥∇Q(x0)−∇Qk−1(x0)∥22, (4.12)
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其中非负常数 σ 与点 x0 ∈ Rn 为待选择的参量. 我们称使用上述目标泛函的修
正方法为扩展的对称 Broyden 修正. 该修正的一个核心问题是参量 σ 与 x0 的

选取. 利用 Lagrange 插值基函数, Powell [144, 146] 给出了这些参量的选取方
式.

Custódio, Rocha 和 Vicente [46] 将插值问题 (4.1)–(4.2) 确定的模型用于改
进直接搜索方法. 作者考虑了最小 Frobenius 范数模型和对称 Broyden 修正确
定的模型, 也就是在插值问题 (4.1)–(4.2) 中使用目标泛函 (4.4) 和 (4.10) 得到
的模型. 作者报告, 在他们的方法中目标泛函 (4.10) 表现更优.
不论使用目标泛函 (4.3)、(4.4)、(4.10) 还是 (4.12), 插值问题 (4.1)–(4.2)

都可以归结为以下问题:

min
Q∈Q

∥∇2Q∥2F + σ∥∇Q(x0)∥22 (4.13)

s.t. Q(y) = F (y), y ∈ I, (4.14)

其中, σ 为非负常数, x0 ∈ Rn 为固定点, I 为一个插值点集, F 为定义在 I 上
的一个函数.

需要注意的是, 函数 F 未必等于插值条件 (4.2) 中的函数 f . 比如, 要把对
称 Broyden 修正与扩展的对称 Broyden 修正转化为插值问题 (4.13)–(4.14) 的
形式, 我们需要令

Q = Qk −Qk−1, (4.15)

因而

F (y) = f(y)−Qk−1(y), y ∈ Ik. (4.16)

在 Powell [134, 133, 135, 140, 138, 142, 143, 144, 146] 的方法里, Ik 中仅有一点

不含于 Ik−1, 故除了此点之外, F 在 Ik 上每一点处都为零.
我们称插值问题 (4.13)–(4.14) 为最小范数插值 (least-norm interpolation)

问题. 该插值问题的目标泛函是有意思的. 实践已经证明了其有效性. 而且, 由
于它是一个二次泛函, 所以十分容易处理. 本章就是要研究这一简单而又实用
的目标泛函. 我们的主要目的是为该泛函提供一些新的理解, 使用的工具是
PDE 理论中经典的 H1 半范数. 我们将回答一些关于该泛函的基本问题. 比如
说, 该泛函的分析和几何意义是什么? 为什么要组合 Hessian矩阵 Frobenius范
数的平方与梯度 2-范数的平方? 参量 σ 与 x0 的几何意义是什么, 应该如何选
取?
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本章的结构如下. § 4.2 简要介绍 Sobolev 空间中的范数与半范数的定义.
§ 4.3 研究二次函数在 ℓ2 球上的 H1 半范数; 我们用二次函数的系数显式给出这
种半范数的表达式. 在 § 4.4 中, 我们证明最小范数插值实际上是在一个 ℓ2 球

上极小化插值函数的 H1 半范数, 而参数 σ 与 x0 分别对应球的半径与球心; 这
为理解最小范数插值提供了一种新视角. 利用这些新的观察, § 4.5 研究扩展的
对称 Broyden 修正, 利用 σ 与 x0 的几何意义, 我们给出这些参量的选取方式.
§ 4.6 研究二次函数在 ℓp (1 ≤ p ≤ ∞) 球上的 H0 范数与 H1 半范数, 对这些范
数与半范数做一个统一的讨论, 用二次函数的系数显式给出它们的表达式; 这
些结果对于使用 ℓp 做信赖域的方法可能是有用的. § 4.7 是本章的一个总结.

§ 4.2 Sobolev (半) 范数简介

本节简要介绍 Sobolev 空间中的范数与半范数的定义. 为简单计, 我们不
引入广义函数, 而仅仅在普通函数的意义下介绍. 广义函数意义下的 Sobolev
空间理论请参考 Adams [2] 和 Evans [61].

为了简洁地描述高阶偏导数, 我们需要使用重指标 (multi-index). 关于
重指标的概念, 读者可参考任何一本标准的多元微积分教材. 下面我们给出
Sobolev 范数与半范数的定义.

定义 4.2. 设 Ω 为 Rn 的一个区域, f 为 Ω 上的一个函数, k 为非负整数,
1 ≤ p <∞. 若 f 在 Ω 上 m 次可微, 且对任何 n 重指标 α 满足 |α| ≤ k, 有

∂αf

∂xα
∈ Lp(Ω), (4.17)

则定义

∥f∥Hk,p(Ω) =

∑
|α|≤k

∥∥∥∥∂αf∂xα

∥∥∥∥p
Lp(Ω)

 1
p

(4.18)

为 f 在 Ω 上的 Hk,p 范数, 定义

|f |Hk,p(Ω) =

∑
|α|=k

∥∥∥∥∂αf∂xα

∥∥∥∥p
Lp(Ω)

 1
p

(4.19)

为 f 在 Ω 上的 Hk,p 半范数.
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Hk,2 常简写为 Hk. 本章中我们只考虑函数的 H0 范数与 H1 半范数. 按照
定义 4.2, 它们分别是

∥f∥H0(Ω) =

[∫
Ω

|f(x)|2 dx
] 1

2

(4.20)

和

|f |H1(Ω) =

[∫
Ω

∥∇f(x)∥22 dx
] 1

2

. (4.21)

可见, 它们分别是 f 与 ∇f 的 L2(Ω) 范数.

§ 4.3 二次函数在 ℓ2 球上的 H1 半范数

本节讨论二次函数在 Rn 中的 ℓ2 球上的 H1 半范数. 我们用二次函数的系
数给出这种半范数的显式表达式.

定理 4.3. 设 x0 为 Rn 中一点, r 为一正数, 且

Br
2(x0) = {x ∈ Rn : ∥x− x0∥2 ≤ r} . (4.22)

那么对任何 Q ∈ Q,

|Q|2H1(Br
2(x0))

= V2r
n

[
r2

n+ 2
∥∇2Q∥2F + ∥∇Q(x0)∥22

]
, (4.23)

其中 V2 是 Rn 中 ℓ2 单位球的体积.

证明. 令
g = ∇Q(x0), B = ∇2Q. (4.24)

那么

|Q|2H1(Br
2(x0))

=

∫
∥x−x0∥2≤r

∥B(x− x0) + g∥22 dx

=

∫
∥x∥2≤r

∥Bx+ g∥22 dx

=

∫
∥x∥2≤r

(
xTB2x+ 2xTBg + ∥g∥22

)
dx.

(4.25)
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由于对称性, xTBg 之积分为零. 另外,∫
∥x∥2≤r

∥g∥22 dx = V2r
n∥g∥22. (4.26)

因此我们只需积分 xTB2x. 不失一般性, 假设 B 为对角矩阵, 否则做一个旋转
即可. 这时, 由对称性可以得到∫

∥x∥2≤r

xTB2x dx =
1

n
∥B∥2F

∫
∥x∥2≤r

∥x∥22 dx. (4.27)

令 V2(t) 和 S2(t) 分别表示 Rn 中半径为 t 的 ℓ2 球的体积和表面积. 那么

S2(t) =
d
dtV2(t) =

d
dtV2t

n = nV2t
n−1. (4.28)

因此∫
∥x∥2≤r

∥x∥22 dx =

∫ r

0

dt
∫
∥x∥2=t

∥x∥22 dS =

∫ r

0

t2S2(t) dt = nrn+2

n+ 2
V2. (4.29)

故所论成立. ■

定理 4.3 说明, 二次函数 Q 在 ℓ2 球上的 H1 半范数的平方是 ∥∇2Q∥2F 和
∥∇Q(x0)∥22 的一个组合, 其中 x0 为球心, 组合系数由球的半径决定. 这一结果
有两个意义. 第一, 它使我们可以从整体上度量二次函数的梯度在一个 ℓ2 球上

的大小. 这对一个二次函数来说并不是平凡的, 因为其梯度不是常量. 第二, 它
揭示了将 Hessian 矩阵 Frobenius 范数的平方和梯度 2-范数的平方做组合的分
析和几何意义, 从而我们可以根据几何意义选择组合中的参数.

§ 4.4 H1 半范数观点下的最小范数插值

二次函数的 H1 半范数提供了理解最小范数插值的一种新视角. 本节我们
详细的讨论如何利用 H1 半范数描述和理解最小范数插值.

为方便记, 我们把最小范数插值重新写在这里, 并且称之为问题 P1(σ).

min
Q∈Q

∥∇2Q∥2F + σ∥∇Q(x0)∥22

s.t. Q(x) = F (x), x ∈ I.
(P1(σ))
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我们假设插值系统

Q(x) = F (x), x ∈ I (4.30)

在 Q 上是相容的, 也就是说

{Q ∈ Q : Q(x) = F (x), x ∈ I} ̸= ∅. (4.31)

由定理 4.3, 可以看到问题 P1(σ) 与问题 P2(r):

min
Q∈Q

|Q|H1(Br
2(x0))

s.t. Q(x) = F (x), x ∈ I
(P2(r))

在某种意义上是等价的. 本节的目的就是要严格阐述这种等价性.

当 σ > 0 时, 这种等价性是简单的. 我们将它描述如下.

定理 4.4. 若 σ > 0, 则最小范数插值问题 P1(σ) 等价于问题 P2(r), 其中
r =

√
(n+ 2)/σ.

可见, 当 σ > 0 时, 最小范数插值问题本质上是在一个 ℓ2 球上极小化插值

函数的 H1 半范数. 参数 σ 与 x0 的几何意义已经很清楚了: x0 为该 ℓ2 球的球

心,
√

(n+ 2)/σ 为球的半径.

现在我们考虑 σ = 0 时的最小范数插值. 由于此时 P1(σ) 可能有多解, 我
们重新定义 P1(0) 为如下的双层最小范数插值问题

min
Q∈Q

∥∇Q(x0)∥2

s.t. min
Q∈Q

∥∇2Q∥F

s.t. Q(x) = F (x), x ∈ I.

(P1(0))

这种重定义是合理的, 因为我们有以下命题.

命题 4.5. 任给 σ ≥ 0, 问题 P1(σ) 有唯一解 Qσ. 并且, 当 σ 趋于 0 时 Qσ

趋于1 Q0.
1我们定义 Q 上的收敛为按系数收敛.
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证明. 首先, 我们证明 σ > 0 时问题 P1(σ) 解的唯一性. 记

|Q|σ =
[
∥∇2Q∥2F + σ∥∇Q(x0)∥22

] 1
2 . (4.32)

设 q1 与 q2 都是问题 P1(σ) 的解, 那么它们的平均也是解. 因而由等式

1

2
(|q1|2σ + |q2|2σ)− |1

2
(q1 + q2)|2σ =

1

4
|q1 − q2|2σ, (4.33)

可知 |q1 − q2|σ = 0. 因此 ∇2q1 = ∇2q2, 且 ∇q1(x0) = ∇q2(x0). 这时借助插值条
件

q1(x) = F (x) = q2(x), x ∈ I (4.34)

即知 q1 = q2.

我们可以用相同的方法证明问题 P1(0) 解的唯一性, 只要注意

1

2
(∥∇2q1∥2F + ∥∇2q2∥2F)− ∥1

2
∇2(q1 + q2)∥2F =

1

4
∥∇2q1 −∇2q2∥2F (4.35)

和一个关于梯度的类似等式即可.

现在我们证明 σ 趋于 0 时 Qσ 收敛到 Q0. 假设此收敛性不成立, 则存在正
数序列 {σk} 使得 {σk} 趋于 0 但 {Qσk

} 不收敛到 Q0. 注意到

∥∇2Qσk
∥F ≥ ∥∇2Q0∥F (4.36)

与

∥∇2Qσk
∥2F + σk∥∇Qσk

(x0)∥22 ≤ ∥∇2Q0∥2F + σk∥∇Q0(x0)∥22, (4.37)

我们有

∥∇Qσk
(x0)∥2 ≤ ∥∇Q0(x0)∥2. (4.38)

根据 (4.37)–(4.38) 和插值条件, {Qσk
} 有界, 故我们可以假设 {Qσk

} 收敛于
Q̄ ̸= Q0. 不等式 (4.36) 以及不等式 (4.37) 表明 ∥∇2Q̄∥F = ∥∇2Q0∥F, 不等式
(4.38) 表明 ∥∇Q̄(x0)∥2 ≤ ∥∇Q0(x0)∥2. 因此 Q̄ 为问题 P1(0) 的另一个解, 与上
面证明的唯一性矛盾. ■

命题 4.5 说明问题 P2(r) 对任何正数 r 有唯一解. 现在我们可以给出问题
P1(0) 与 P2(r) 的关系.

定理 4.6. 当 r 趋于无穷时, 问题 P2(r) 的解收敛到问题 P1(0) 的解.



第四章 二次函数的 SOBOLEV (半) 范数及其在无导数优化中的应用 71

定理 4.6 表明, 当 σ = 0 时, 最小范数插值问题在极限的意义下求一个
在 Rn 上具有最小 H1 半范数的插值函数. 因此定理 4.6 将定理 4.4 推广到了
σ = 0 的情形.

现在我们已经能够回答本章引言列出的所有问题. 最小范数插值问题目标
泛函的意义是极小化插值函数在某个 ℓ2 球上的 H1 半范数. 组合 Hessian 矩阵
Frobenius 范数的平方与梯度 2-范数的平方是为了度量插值函数在该球上的 H1

半范数. 参数
√
(n+ 2)/σ 与 x0 分别是该球的半径和球心. 当 σ = 0 时, 我们

可以在极限的意义下理解最小范数插值.

§ 4.5 扩展的对称 Broyden 修正

作为 § 4.3 和 § 4.4 理论的一个应用, 我们讨论 Powell [144, 146] 提出的扩
展的对称 Broyden 修正. 正如 § 4.1 介绍的, 该修正通过求解

min
Qk∈Q

∥∇2Qk −∇2Qk−1∥2F + σ∥∇Qk(x0)−∇Qk−1(x0)∥22 (4.39)

s.t. Qk(x) = f(x), x ∈ Ik, (4.40)

得到第 k 步迭代的模型 Qk, 其中 σ 与 x0 为待决定的参量. 当 σ = 0 时, 它就
是 Powell [134, 133, 135, 140, 138, 142, 143] 所研究的对称 Broyden 修正. 我们
只考虑 σ > 0 的情况. 本节利用 § 4.3 和 § 4.4 的理论, 根据 σ 和 x0 的几何意义

给出这两个参量的选取方式, 并用数值实验与 Powell [144, 146] 的选取方式进
行比较. 在我们的实验中, 我们的参数选取方式优于 Powell 的选取方式. 这从
一个侧面说明我们的理论的确为理解最小范数插值提供了一种有效的工具.

§ 4.5.1 H1 半范数与扩展的对称 Broyden 修正

根据定理 4.4, 插值问题 (4.39)–(4.40) 等价于

min
Qk∈Q

|Qk −Qk−1|H1(B) (4.41)

s.t. Qk(x) = f(x), x ∈ Ik, (4.42)

其中

B =
{
x ∈ Rn : ∥x− x0∥2 ≤

√
(n+ 2)/σ

}
. (4.43)
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可见, 扩展的对称 Broyden 修正在 H1 半范数的意义下寻求离上一个模型最近

的模型.

与对称 Broyden 修正类似, 扩展的对称 Broyden 修正对二次目标函数具有
如下良好的逼近性质.

命题 4.7. 若 f 为二次函数, 则问题 (4.39)–(4.40) 定义的模型 Qk 满足

|Qk − f |2H1(B) = |Qk−1 − f |2H1(B) − |Qk −Qk−1|2H1(B), (4.44)

其中 B 如 (4.43) 定义.

证明. 令 Qt = Qk + t(Qk − f), t 是任何实数. 那么 Qt 为一个二次函数且

满足插值条件 (4.42). 故由 Qk 的最优性知二次函数

φ(t) = |Qt −Qk−1|2H1(B) (4.45)

在 t = 0 时达到最小值. 将 φ(t) 展开, 我们有

φ(t) = t2|Qk − f |2H1(B)

+ 2t

∫
B
[∇(Qk −Qk−1)(x)]

T[∇(f −Qk−1)(x)] dx

+ |Qk −Qk−1|2H1(B).

(4.46)

因而 ∫
B
[∇(Qk −Qk−1)(x)]

T[∇(f −Qk−1)(x)] dx = 0. (4.47)

考虑 φ(−1), 我们就得到了 (4.44). ■

根据定理 4.3, 等式 (4.44) 等价于 Powell [144] 的等式 (1.9). 等式 (4.44) 表
明 ∫

B
∥∇Qk(x)−∇f(x)∥22 dx ≤

∫
B
∥∇Qk−1(x)−∇f(x)∥22 dx. (4.48)

换句话说, 在 B 上, ∇Qk 比 ∇Qk−1 更好地逼近 ∇f , 除非 Qk = Qk−1.
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§ 4.5.2 参量 σ 与 x0 的选择

现在我们把注意力转向扩展的对称 Broyden 修正 (4.39)–(4.40) 中参量 σ

与 x0 的选择. 这是该修正的核心问题之一. 我们注意, 该修正的目的是为信赖
域子问题提供一个模型. 在进行修正之前, 信赖域已经确定. 我们设第 k 步迭

代的信赖域为

{x : ∥x− xk∥2 ≤ ∆k} , (4.49)

点 xk 为信赖域中心, ∆k 为信赖域半径.

在叙述我们的选取方式之前, 我们先来看 Powell [144, 146]是如何选取 σ与

x0 的. Powell [144, 146] 的选取是通过考察插值问题 (4.39)–(4.40) 的 Lagrange
插值基函数完成的. 假定第 k 步迭代的插值点集为

Ik = {y0, y1, . . . , ym} , (4.50)

那么插值问题 (4.39)–(4.40) 的第 i 个插值基函数 li 定义为问题

min
li∈Q

∥∇2li∥2F + σ∥∇li∥22 (4.51)

s.t. li(yj) = δij, j = 0, 1, . . . , m, (4.52)

的解, 其中 δij 为 Kronecker 符号, i = 0, 1, . . . ,m. 本章引言中已经提到, 在
Powell [144, 146] 的算法中, Ik 仅有一个点不在 Ik−1 中. 我们不妨假设这一点
为 y0. 由于 Qk−1 在 Ik−1 上插值 f , 故

Qk−1(yj) = f(yj), j = 1, 2, . . . ,m. (4.53)

因而插值条件 (4.40) 可以重写为

Q(yj)−Qk−1(yj) = [f(y0)−Qk−1(y0)] δ0j, j = 0, 1, . . . , m. (4.54)

因此问题 (4.39)–(4.40) 的解为

Qk = Qk−1 + [f(y0)−Qk−1(y0)] l0. (4.55)

可见, 基函数 l0 在该修正中扮演了核心角色. Powell [144, 146] 的基本思想是选
择 σ与 x0使得 l0有良好的性态. Powell指出, 为了使 l0行为良好, ∥x0− x̄∥2/∆
不可太大. 因此 Powell 选择 x0 为 xk, 即当前的信赖域中心. σ 的选取比较复
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杂, 但基本想法很直观, 即试图平衡 ∥∇2l0∥2F 与 σ∥∇l0(x0)∥22 的大小. 因此 σ 被

设置为 η/ξ, 其中 η 与 ξ 分别估计了 ∥∇2l0∥2F 与 ∥∇l0(x0)∥22 的尺度. 详细的讨
论请参考 Powell [144, 146].
现在, 我们来介绍如何运用 § 4.4与 § 4.5.1的理论选择参量 σ 与 x0. § 4.5.1

中, 我们使用 H1 半范数重新阐释了扩展的对称 Broyden 修正, 这使得我们可
以根据 σ 与 x0 的几何意义选取这两个参量. 根据问题 (4.41)–(4.42), 选取 σ 与

x0 等价于选择球 B. 那么, B 在修正过程中扮演了怎样的角色? 首先, 该修正
极小化 Qk 与 Qk−1 在 H1(B) 半范数下的距离, 试图在 B 上保持 Qk−1 中的信

息; 其次, 二次目标函数情形下的 (4.44) 与 (4.48) 暗示我们, 该修正具有在 B
上改善模型逼近性质的趋势. 因此, 我们应该合理地选择 B, 使得新模型 Qk 在

B 上的行为恰好是我们所关心的. 把球 B 设置为信赖域球 (4.49) 是一种选择.
但是, 我们倾向于选择一个更大的球. 这是因为, 模型 Qk 不仅会影响第 k 步迭

代, 而且也会影响以后的迭代, 因为 Qk 的性质一定程度上会通过修正过程遗

传给后面的模型2. 所以, 仅仅考虑当前的信赖域是短视的. 更合理的选择是令
B 为球 {x : ∥x− xk∥2 ≤M∆k}, M 是一个大于 1 的数. 另外, 在实际计算中我
们发现, 令 B 包含插值点集 Ik 有利于算法的表现. 因此我们选择

B = {x : ∥x− x̄∥2 ≤ r} , (4.56)

其中

r = max
{
M∆k,max

y∈Ik
∥y − xk∥2

}
. (4.57)

进一步,
σ =

n+ 2

r2
, x0 = xk. (4.58)

所以我们对 x0 的选择与 Powell [144, 146] 相同, 但 σ 的选取是新的.

§ 4.5.3 数值实验

借助二次函数的 H1 半范数, 我们提出了一种为扩展的对称 Broyden 修正
选择参数 σ 的新方法. 本小节通过数值实验将新的方法与 Powell [144, 146] 的
方法做一个对比. 我们也与原始的对称 Broyden 修正进行对比, 观察一阶项的
引入是否会提高算法的表现.
我们的比较基于 Powell [144] 的 Fortran 77 源代码3. 该代码实现了一个基

2需要注意, 扩展的对称 Broyden 修正是一种最小变化修正, 因此这种遗传的影响是很大的.
3该代码尚未公开. 本文使用的版本是 Powell 教授于 2011 年 6 月 2 日提供给本文作者的.
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于扩展的对称 Broyden 修正的无导数信赖域算法. 该代码是 BOBYQA [143] 软件
的一个扩展版本, 可以用于求解界约束问题. 由于目前我们只考虑无约束问题,
我们将代码中表示界约束的变量设置为无穷. 我们比较了该代码的三个版本:

a.) SYMB: σ 总设置为 0. 这相当于使用原始版本的对称 Broyden 修正.

b.) ESYMBP: σ 按照 Powell [144, 146] 的方法选取. 请参考 § 4.5.2 第二段.

c.) ESYMBS: σ 按照 (4.57)–(4.58) 选取. 我们令 (4.57) 中 M = 10.

需要指出的是, SYMB 相当于一个新版本的 NEWUOA. 但是, 为了保证诸算法
的差别完全来自于 σ 的选取, 我们不能用 NEWUOA 代替 SYMB 进行比较.

我们采用第二章 § 2.4 建立的评价体系比较 SYMB 、ESYMBP 和 ESYMBS. 我
们的测试问题集是 § 3.3.2 中使用的 50 个可变维数的无约束优化问题. 对于每
一个测试问题, 我们对 10、12、14、16、18、20 等 6 个维数进行了求解4. 每
一次求解都按照 § 2.4 做了 10 次随机置换. 我们统计了求解精度 (即条件 (2.5)
中的 τ) 为 10−i (i = 2, 4, 6, 8, 10) 时的函数值计算次数, 也统计了迭代自然终止
时的函数值计算次数 (条件 (2.7) 中取 ε = 10−10).

与 NEWUOA 相同, Powell [144] 的代码中也包含用户可选参数 NPT、RHOBEG
和 RHOEND. 在 SYMB、ESYMBP 与 ESYMBS 中, 这些参数的选取与 § 3.3.2相同. 类
似于 NEWUOA, Powell [144] 的代码使用了两个信赖域半径, 当较小的信赖域半径
达到 RHOEND 时迭代终止. 详情请参考 Powell [138]. 实验中, 我们设置最大函
数值计算次数为 50000.

我们的实验环境与 § 3.3.2 相同.

图 4.1 至图 4.6 给出了SYMB、ESYMBP 与 ESYMBS 在满足不同精度要求以
及迭代自然终止时的 Performance Profile、Data Profile、Sensitivity Profile 与
R-Sensitivity Profile. 图线越高说明算法表现越好. 四种 Profile 的定义请参考
第二章.

我们先来比较函数值计算次数, 这体现在 Performance Profile 与 Data
Profile 中. 可以看到, 不论在哪一种终止条件下, SYMB 的表现都是最好的. 这
说明, 在我们的实验中, 在修正中考虑一阶项并未带来函数值计算次数的减少.

4与 NEWUOA 相比, 这里使用的代码效率比较低, 所以我们仅仅求解了维数较低的问题.
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在 ESYMBP 与 ESYMBS 之间, 后者表现略优. 这说明, 相较于 Powell [144, 146]的
σ 选取方式, 我们的选取方式减少了实验中的函数值计算次数.

我们再来考察算法对于计算机舍入误差的敏感性, 这体现在 Sensitivity
Profile 与 R-Sensitivity Profile 中. 结论与上面是类似的: 在我们的实验中, 在
修正中考虑一阶项并未提高算法对计算机舍入误差的稳定性; 但我们的 σ 选取

方式在实验中的表现优于 Powell [144, 146] 的选取方式.

我们的结论是: 在我们的实验中, 在对称 Broyden 修正的目标泛函中引入
一阶项并未带来算法的改善; 对于扩展的对称 Broyden 修正中的参数 σ, 我们
的选取方式表现优于 Powell [144, 146] 的选取方式.
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图 4.1: SYMB、ESYMBP 与 ESYMBS 的数值表现 (精度 τ = 10−2)
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图 4.2: SYMB、ESYMBP 与 ESYMBS 的数值表现 (精度 τ = 10−4)
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图 4.3: SYMB、ESYMBP 与 ESYMBS 的数值表现 (精度 τ = 10−6)
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图 4.4: SYMB、ESYMBP 与 ESYMBS 的数值表现 (精度 τ = 10−8)
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图 4.5: SYMB、ESYMBP 与 ESYMBS 的数值表现 (精度 τ = 10−10)
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图 4.6: SYMB、ESYMBP 与 ESYMBS 的数值表现 (迭代自然终止)
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§ 4.6 二次函数在 ℓp 球上的 H0 范数与 H1 半范数

本节对二次函数在 ℓp (1 ≤ p ≤ ∞) 球上的 H0 范数与 H1 半范数做一个统

一的讨论. 我们将用二次函数的系数给出这些范数与半范数的显式表达式. 这
些结果对于使用 ℓp 球做信赖域的方法可能是有用的.

本节使用的记号较多, 我们在这里给出统一的说明. 这些符号仅在本节适
用. 其他章节请参考章节内部说明或遵照惯例.

• Q 为如下的二次函数

Q(x) =
1

2
xTBx+ gTx+ c, x ∈ Rn, (4.59)

其中 B ∈ Rn×n 为对称矩阵, g ∈ Rn 为向量, c 为一个实数.

• D 为 B 的对角线. 换句话说, D ∈ Rn×n 为一个对角矩阵, 其元素为矩阵
B 的对角元.

• p 为一个不小于 1 的实数, 或 p = ∞.

• r 为一个正数.

• Br
p 为 Rn 中以 0 为球心, 以 r 为半径的 ℓp 球:

Br
p = {x ∈ Rn; ∥x∥p ≤ r}. (4.60)

• Vp 为 B1
p 的体积.

• 给定 x ∈ Rn 与 i ∈ {1, 2, ..., n}, xi 为 x 的第 i 个坐标分量5.

• Γ(·) 为 Gamma 函数, β(·, ·) 为 Beta 函数6 [5, 151], 即

Γ(z) =

∫ ∞

0

tz−1e−t dt, z ∈ C, Re(z) > 0, (4.61)

β(u, v) =

∫ 1

0

tu−1(1− t)v−1 dt, u, v ∈ C, Re(u) > 0, Re(v) > 0. (4.62)

• γ 为欧拉常数 (Euler’s constant) [5, 151].
5这与我们在其他章节中的记号不同. 其他章节中我们用 xk 表示第 k 个迭代点, 用 x0 表示一个定点.
6Beta 函数的标准记号是 B, 但这里我们用 B 表示二次函数 Q 的 Hessian 矩阵.
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§ 4.6.1 关于 Gamma 函数的两个命题

本小节给出关于 Gamma 函数的两个命题. 它们将在后面的讨论中用到.

命题 4.8. 任给实数 λ > 0, 有

lim
t→0+

Γ(t)

Γ(λt)
= λ. (4.63)

证明. 根据 Gamma 函数的 Weierstrass 乘积 [5] 表示, 我们有

Γ(t) =
e−γt

t

∞∏
k=1

[(
1 +

t

k

)−1

e t
k

]
. (4.64)

因此, 只要证明

lim
t→0+

∏∞
k=1(1 +

t
k
)−1e t

k∏∞
k=1 (1 +

λt
k
)−1eλt

k

= 1 (4.65)

即可. 该式可由下面的估计得到.

任给 t ∈ (0, 1
2(1+|1−λ|)),∣∣∣∣∣log
∏∞

k=1(1 +
t
k
)−1e t

k∏∞
k=1 (1 +

λt
k
)−1eλt

k

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

[
t

k
− log

(
1 +

t

k

)]
−

∞∑
k=1

[
λt

k
− log

(
1 +

λt

k

)]∣∣∣∣∣
≤

∞∑
k=1

∣∣∣∣(1− λ)t

k
− log

[
1 +

(1− λ)t

k + λt

]∣∣∣∣
=

∞∑
k=1

∣∣∣∣(1− λ)t

k
− (1− λ)t

k + λt
+

1

2(1 + ξk)2
· (1− λ)2t2

(k + λt)2

∣∣∣∣
≤

∞∑
k=1

[
|1− λ|λt2

k2
+

(1− λ)2t2

2(1/2)2k2

]
=
π2

6
(λ+ 2|1− λ|)|1− λ|t2,

(4.66)

其中 ξk 来自 Taylor 展式的 Lagrange 余项, 且 t ∈ (0, 1
2(1+|1−λ|)) 蕴含 ξk ≥ −1

2
.

■
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命题 4.9. 设 λ 与 µ 为正实数, 且 λ+ µ ≥ 2. 那么函数

ϕ(t) =
Γ(λt)Γ(µt)

[Γ(t)]λ+µ
(4.67)

于 (0,∞) 单调递增; 该单调性是严格的, 除非 λ = 1 = µ.

证明. 我们只考虑 λ 与 µ 至少有一个不为 1 的情况, 并通过考察导数证明
logϕ(t) 的严格单调性. 为此, 考虑 digamma 函数

ψ(t) =
d
dt logΓ(t) (4.68)

以及它的部分分式展式 [5]

ψ(t) = −γ − 1

t
+

∞∑
k=1

t

k(t+ k)
. (4.69)

对任何 t > 0,

d
dt logϕ(t)

= λψ(λt) + µψ(µt)− (λ+ µ)ψ(t)

= λ

[
−γ − 1

λt
+

∞∑
k=1

λt

k(λt+ k)

]
+ µ

[
−γ − 1

µt
+

∞∑
k=1

µt

k(µt+ k)

]

− (λ+ µ)

[
−γ − 1

t
+

∞∑
k=1

t

k(t+ k)

]

=
1

t
(λ+ µ− 2) +

∞∑
k=1

t

k

(
λ2

λt+ k
+

µ2

µt+ k
− λ+ µ

t+ k

)
=

1

t
(λ+ µ− 2) +

∞∑
k=1

kt[(λ2 + µ2)− (λ+ µ)] + t2λµ(λ+ µ− 2)

(λt+ k)(µt+ k)(t+ k)

> 0,

(4.70)

最后一个不等式是由于我们对 λ 与 µ 的假定蕴含

λ2 + µ2 > λ+ µ. (4.71)

■
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§ 4.6.2 H0 范数与 H1 半范数的表达式

本小节给出 Q 在 Br
p 上的 H0 范数与 H1 半范数的表达式. 这些范数与半

范数可以由 B、g 和 c 显式给出. 我们把这些表达式列在定理 4.10 中. 需要注
意的是, p = ∞ 的情形也涵盖在定理 4.10 给出的表达式中, 这一点我们将在注
4.11 中做出说明. 定理 4.10 的证明将在 § 4.6.3 给出.

定理 4.10.

∥Q∥2H0(Br
p)
=
I

2
∥B∥2F +

I

4
Tr2B +

J − 3I

4
∥D∥2F +K(cTrB + ∥g∥22) + V c2; (4.72)

|Q|2H1(Br
p)
= K∥B∥2F + V ∥g∥22. (4.73)

其中,

I =
[Γ(3

p
)]2Γ(n

p
)

[Γ(1
p
)]2Γ(n+4

p
)
· n

n+ 4
· Vp rn+4, (4.74)

J =
Γ(5

p
)Γ(n

p
)

Γ(1
p
)Γ(n+4

p
)
· n

n+ 4
· Vp rn+4, (4.75)

K =
Γ(3

p
)Γ(n

p
)

Γ(1
p
)Γ(n+2

p
)
· n

n+ 2
· Vp rn+2, (4.76)

V = Vp r
n. (4.77)

注 4.11. 定理 4.10 涵盖了 p = ∞ 的情形. 当 p = ∞ 时, 我们在极限的意
义下理解 (4.74)–(4.76), 也就是说

I = lim
p→∞

[Γ(3
p
)]2Γ(n

p
)

[Γ(1
p
)]2Γ(n+4

p
)
· n

n+ 4
· V∞ rn+4, (4.74′)

J = lim
p→∞

Γ(5
p
)Γ(n

p
)

Γ(1
p
)Γ(n+4

p
)
· n

n+ 4
· V∞ rn+4, (4.75′)

K = lim
p→∞

Γ(3
p
)Γ(n

p
)

Γ(1
p
)Γ(n+2

p
)
· n

n+ 2
· V∞ rn+2. (4.76′)

以上极限的具体值可以由命题 4.8 容易地得到.

作为定理 4.10 的特例, 我们给出 p = 2 的情况如下.
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推论 4.12.

∥Q∥2H0(Br
2)
= V2 r

n

[
r4
(
2∥B∥2F + Tr2B

)
4(n+ 2)(n+ 4)

+
r2(cTrB + ∥g∥22)

n+ 2
+ c2

]
; (4.77)

|Q|2H1(Br
2)
= V2 r

n

[
r2

n+ 2
∥B∥2F + ∥g∥22

]
. (4.78)

公式 (4.78) 已经在 § 4.3 中给出.

§ 4.6.3 定理 4.10 的证明

本小节给出定理 4.10 的证明.

以下我们假设 n ≥ 2, 因为 n = 1 的情形是平凡的.

为方便计, 我们先给出几个引理. 我们首先考察几个单项式的积分, 相关结
果列在以下两个引理中.

引理 4.13. 设 1 ≤ i, j, k, l ≤ n.

a.) xi 与 xixjxk 在 Br
p 上的积分为 0.

b.) xixj 与 xixjx
2
k 在 Br

p 上的积分为 0, 只要 i ̸= j.

c.) xixjxkxl 在 Br
p 上的积分为 0, 只要 i, j, k 与 l 两两不同.

引理 4.13 是平凡的, 我们略去证明.

引理 4.14. 设 1 ≤ i < j ≤ n, 且 k1, k2 为非负偶数, 则∫
Br
p

xk1i x
k2
j dx =

Γ(k1+1
p

)Γ(k2+1
p

)Γ(n
p
)

Γ(1
p
)Γ(1

p
)Γ(n+k1+k2

p
)
· n

n+ k1 + k2
· Vp rn+k1+k2 . (4.79)

注 4.15. 引理 4.14 涵盖了 p = ∞ 的情形. 当 p = ∞, 时, 我们在极限的
意义下理解 (4.79), 也就是说,∫

Br
∞

xk1i x
k2
j dx = lim

p→∞

Γ(k1+1
p

)Γ(k2+1
p

)Γ(n
p
)

Γ(1
p
)Γ(1

p
)Γ(n+k1+k2

p
)
· n

n+ k1 + k2
· V∞ rn+k1+k2 . (4.79′)
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证明. 不失一般性, 假设 r = 1. 另外, 我们还假设 n ≥ 3, 因为 n = 2 的情

形是平凡的. 记 Rn−2 中 ℓp 单位球的体积为 Vp,n−2.

我们首先证明 (4.79) 对 p ∈ [1,∞) 成立, 然后证明它在极限的意义下对
p = ∞ 也成立.

当 p ∈ [1,∞) 时,

∫
B1

p

xk1i x
k2
j dx

=

∫
|u|p+|v|p≤1

uk1vk2 du dv
∫
w∈Rn−2,∥w∥p≤(1−|u|p−|v|p)

1
p

dw

= Vp,n−2

∫
|u|p+|v|p≤1

uk1vk2(1− |u|p − |v|p)
n−2
p du dv

= 4Vp,n−2

∫
up+vp≤1, u,v≥0

uk1vk2(1− up − vp)
n−2
p du dv.

(4.80)

考虑变换

u
p
2 = ρ cos θ, (4.81)

v
p
2 = ρ sin θ, (4.82)

我们有∫
B1

p

xk1i x
k2
j dx

=
16

p2
Vp,n−2

∫ π
2

0

(cos θ)
2k1+2

p
−1(sin θ)

2k2+2
p

−1 dθ
∫ 1

0

ρ
2k1+2k2+4

p
−1(1− ρ2)

n−2
p dρ

=
4

p2
Vp,n−2 β

(
k1 + 1

p
,
k2 + 1

p

)
β

(
k1 + k2 + 2

p
,
n− 2

p
+ 1

)
.

(4.83)

令 k1 与 k2 为 0, 我们得到

Vp =
4

p2
Vp,n−2 β

(
1

p
,
1

p

)
β

(
2

p
,
n− 2

p
+ 1

)
. (4.84)
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因而 ∫
B1

p

xk1i x
k2
j dx

=
β
(

k1+1
p
, k2+1

p

)
β
(

k1+k2+2
p

, n−2
p

+ 1
)

β
(

1
p
, 1
p

)
β
(

2
p
, n−2

p
+ 1
) Vp

=
Γ
(

k1+1
p

)
Γ
(

k2+1
p

)
Γ
(

k1+k2+2
p

)
Γ
(

n−2
p

+ 1
)
Γ
(

2
p

)
Γ
(

n
p
+ 1
)

Γ
(

1
p

)
Γ
(

1
p

)
Γ
(

2
p

)
Γ
(

n−2
p

+ 1
)
Γ
(

k1+k2+2
p

)
Γ
(

n+k1+k2
p

+ 1
)Vp

=
Γ
(

k1+1
p

)
Γ
(

k2+1
p

)
Γ
(

n
p

)
Γ
(

1
p

)
Γ
(

1
p

)
Γ
(

n+k1+k2
p

) · n

n+ k1 + k2
Vp.

(4.85)

故 (4.79) 对有限的 p 成立.
现在我们考虑 p = ∞ 之情形. 根据 Lebesgue 控制收敛定理,∫

B1
p

xk1i x
k2
j dx→

∫
B1
∞

xk1i x
k2
j dx, Vp → V∞ (p→ ∞). (4.86)

(4.86) 与 (4.79) 说明 p → ∞ 时 Γ( k1+1
p )Γ( k2+1

p )Γ(n
p )

Γ( 1
p)Γ(

1
p)Γ(

n+k1+k2
p )

是收敛的, 且 (4.79′) 成立.

也就是说, (4.79) 在极限的意义下对 p = ∞ 成立. ■

注 4.16. 直接积分, 我们可以得到∫
Br
∞

xk1i x
k2
j dx =

V∞ rn+k1+k2

(k1 + 1)(k2 + 1)
. (4.87)

根据命题 4.8, 这与 (4.79′) 是相同的.

现在我们再考虑几个积分.

引理 4.17. 分别记
∫
Br
p
x21x

2
2 dx、

∫
Br
p
x41 dx 与

∫
Br
p
x21 dx 为 I、J 与 K. 我们

有如下等式.

a.) ∫
Br
p

gTx dx = 0; (4.88)∫
Br
p

gTBx dx = 0; (4.89)∫
Br
p

(gTx)(xTBx) dx = 0. (4.90)
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b.) ∫
Br
p

xTBx dx = KTrB; (4.91)∫
Br
p

xTB2x dx = K∥B∥2F; (4.92)∫
Br
p

(xTBx)2 dx = I(2∥B∥2F + Tr2B) + (J − 3I)∥D∥2F; (4.93)∫
Br
p

(gTx)2 dx = K∥g∥22. (4.94)

证明. (4.88)–(4.90) 可由引理 4.13 直接得到. 至于 (4.91)–(4.94), 我们仅证
明 (4.93) 作为示例. 记 B 的 (i, j) 元素为 Bij. 由引理 4.13,∫

Br
p

(xTBx)2 dx

=

∫
Br
p

∑
i,j,k,l

(xiBijxj)(xkBklxl) dx

=

∫
Br
p

(∑
i

B2
iix

4
i + 2

∑
i̸=j

B2
ijx

2
ix

2
j +

∑
i̸=j

BiiBjjx
2
ix

2
j

)
dx

= J∥D∥2F + 2I(∥B∥2F − ∥D∥2F) + I(Tr2B − ∥D∥2F)

= I(2∥B∥2F + Tr2B) + (J − 3I)∥D∥2F.

(4.95)

■
有了引理 4.14 与引理 4.17, 定理 4.10 的证明已是水到渠成. 我们现在给出

该证明.

证明. 根据引理 4.17, 我们有

∥Q∥2H0(Br
p)

=

∫
Br
p

[
1

2
xTBx+ gTx+ c

]2
dx

=

∫
Br
p

[
1

4
(xTBx)2 + (gTx)2 + cxTBx+ c2

]
dx

=
1

4
I(2∥B∥2F + Tr2B) +

1

4
(J − 3I)∥D∥2F

+K(∥g∥22 + cTrB) + Vpr
nc2,

(4.96)
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以及

|Q|2H1(Br
p)

=

∫
Br
p

∥Bx+ g∥22 dx

=

∫
Br
p

[
xTB2x+ ∥g∥22

]
dx

= K∥B∥2F + Vpr
n∥g∥22.

(4.97)

现在使用引理 4.14 即可得到定理 4.10 的结论. 因引理 4.14 在极限的意义下对
p = ∞ 成立, 故定理 4.10 亦然. ■

§ 4.6.4 讨论

§ 4.6.4.1 正交不变性

我们称 Q 上的泛函 F 是正交不变的, 若

F (q ◦ T ) = F (q). (4.98)

对任何 q ∈ Q 与 Rn 上的任何正交变换 T 成立.

命题 4.18.

a.) ∥ · ∥H0(Br
p) 是正交不变的当且仅当 p = 2.

b.) 对任何 p ≥ 1, | · |H1(Br
p) 是正交不变的.

证明. 根据定理 4.10, ∥ · ∥H0(Br
p) 正交不变当且仅当

J = 3I. (4.99)

这是因为 ∥B∥F、TrB 与 ∥g∥2 皆正交不变, 而 ∥D∥F 则不然. 等式 (4.99) 等价
于

Γ
(

5
p

)
Γ
(

1
p

)
[
Γ
(

3
p

)]2 = 3. (4.100)

由命题 4.9, (4.100) 左边对 p ∈ (0,∞) 严格单调递减, 因而 (4.100) 至多有一解.
显然 p = 2 是一解. 故所论成立.
根据定理 4.10, | · |H1(Br

p) 的正交不变性显然. ■
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§ 4.6.5 ℓp 椭球上的 H0 范数与 H1 半范数

当考虑以 ℓp 椭球为信赖域的方法时, 二次函数在 ℓp 椭球上的范数与半范

数可能是有用的. Rn 中的 ℓp 椭球是指

{x ∈ Rn; ∥A(x− x0)∥p ≤ r}, (4.101)

其中 A ∈ Rn×n 为一个非奇异矩阵. 由定理 4.10, 二次函数在 ℓp 椭球上的 H0

范数与 H1 半范数可以很容易地通过变量替换得到.

§ 4.6.6 带权重的 H0 范数与 H1 半范数

如果我们对二次函数在不同位置处的性质关注度不同, 考虑带权重的 H0

范数与 H1 半范数是有意义的. 在 Br
p 上, 带权重的 H0 范数与 H1 半范数是指

∥Q∥H0(Br
p,w) =

[∫
Br
p

w(x)|f(x)|2 dx
]1/2

, (4.102)

|Q|H1(Br
p,w) =

[∫
Br
p

w(x)∥∇f(x)∥22 dx
]1/2

, (4.103)

其中 w为 Br
p 上的非负可积函数, 表示权重. 这样的范数或半范数可以用 § 4.6.3

中的方法计算, 主要工作量是计算相关单项式的加权积分.

作为一个例子, 对于权函数

w(x) = r2 − ∥x∥22, (4.104)

我们不加证明地给出 ∥Q∥H0(Br
2 ,w) 与 |Q|H1(Br

2 ,w) 如下.

命题 4.19.

∥Q∥2H0(Br
2 ,w) =

2V2 r
n+2

n+ 2

[
r4
(
2∥B∥2F + Tr2B

)
4(n+ 4)(n+ 6)

+
r2(cTrB + ∥g∥22)

n+ 4
+ c2

]
;

(4.105)

|Q|2H1(Br
2 ,w) =

2V2 r
n+2

n+ 2

[
r2

n+ 4
∥B∥2F + ∥g∥22

]
. (4.106)
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§ 4.7 总结

最小范数插值在无导数优化中有广泛的应用. 受其目标泛函的启发, 我们
研究了二次函数在 ℓ2 球上的 H1 半范数. 我们用二次函数的系数给出了这种半
范数的显式表达式. 我们发现, 最小范数插值原来是在一个球上极小化插值函
数的 H1 半范数; 而且, 插值中的参量 σ 与 x0 分别决定了球的半径与球心. 这
些观察提供了一种理解最小范数插值的新视角.

借助于这些新的观察, 我们研究了 Powell [144, 146] 提出的扩展的对称
Broyden 修正. 我们讨论了如何根据 σ 与 x0 的几何意义为修正选取合适的参

量. 我们的讨论导致了与 Powell [144, 146] 相同的 x0 选取方式, 但 σ 的选取则

是新的. 我们对 σ 的选择十分直观和简单. 在我们的数值实验中, 新的 σ 表现

优于 Powell [144, 146] 选取的 σ. 这从一个侧面说明我们的理论的确为理解最
小范数插值提供了一种有效的工具.

一个有意思的问题是, 作为无导数优化算法中建立模型的方法, 扩展的对
称 Broyden 修正是否可以改善原始的对称 Broyden 修正. 到目前为止, 我们无
法给出一个肯定的回答. 然而, Powell [144, 146] 的数值实验表明扩展版本的修
正有助于提高算法的局部收敛速度. 如果能在理论上证明这种提高将是十分有
意思的. 我们认为, 在得到任何理论性的证据之前, 对扩展的对称 Broyden 修
正下任何结论都还为时尚早.

除了在 ℓ2 球上的 H1 半范数之外, 我们还对二次函数在 ℓp (1 ≤ p ≤ ∞) 球
上的 H0 范数和 H1 半范数做了统一的讨论. 我们用二次函数的系数给出了这
些范数和半范数的显式表达式. 这些结果对于使用 ℓp 球作为信赖域的方法可能

是有用的. 值得注意的是, 对所有 p ∈ [1,∞], 二次函数 Q 在 ℓp 球

Br
p(x0) = {x ∈ Rn : ∥x− x0∥p ≤ r} (4.107)

上的 H1 半范数的平方都是 ∥∇2Q∥2F 与 ∥∇Q(x0)∥22 的组合. 但我们在 § 4.5.1中
仅以 p = 2 的情况为依据进行了讨论, 这是因为我们考虑的信赖域是 ℓ2 球.
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§ 5.1 引言

到目前为止, 对于无约束优化问题, 无导数优化方法能处理的问题规模尚
相对有限. 在前面的章节中, 我们也主要考虑了小规模问题. 有研究者建议,
使用无导数算法的问题规模最好比较适中, 比如不超过 100 维 [38, 42]. 这其
中的一个原因是, Rn 中的二次模型有 (n + 1)(n + 2)/2 个自由度, 即使 n 只

有几百, 要建立一个二次模型也是很困难的. 随着无导数方法研究的进展, 这
一状况得到了一定改善. 比如, 第三章介绍的欠定二次插值使得人们能够用
远少于 (n + 1)(n + 2)/2 个函数值信息建立二次模型, 并且依然可以提取有效
的二阶信息 [10, 37, 38, 137, 139, 138, 142, 146]. NEWUOA 是利用欠定二次插值
模型的一个代表性方法, 它能够求解的问题规模可以达到 320 维 [138, 142],
已经属于规模很大的问题. 另一种解决规模较大问题的途径是针对特殊结构
的问题设计算法, 比如部分可分问题1 [30, 31, 32, 148, 163], 最小二乘问题
[121, 20, 149, 27, 186, 185] 等, 但这往往要求对目标函数的结构有足够的了解.

本章研究另一类解决大规模问题的途径: 子空间方法. 子空间方法的基本
想法是, 每一步在全空间 Rn 的一个低维子空间上极小化目标函数, 得到下一
个迭代点. 在传统的非线性优化领域, 子空间方法已经成为处理大规模问题的
重要手段. 随着人们感兴趣的问题规模越来越大, 子空间方法日益受到研究者
的重视 [183, 33, 112, 111, 169, 108, 170, 182, 81]. 这方面的研究可以参考 Yuan
的综述 [180, 181]. 在无导数优化方法的研究领域, 子空间方法并非一种新的技
巧. 恰恰相反, 它是一种十分古典的技巧: 经典的坐标轮换法就是一种子空间方
法, 只不过子空间的选取相当原始. 在最近的一些无导数方法中, 子空间技巧
也有体现. 比如在 Colson 和 Toint [32] 以及 Price 和 Toint [148] 针对部分可分
问题的方法中, 问题的结构导致方法自然具有某些子空间特性. 再比如, Wu 等
[177] 提出了一种基于模式搜索的子空间方法. 每一次迭代中, 该方法在一个近
似梯度和上一迭代步张开的一个二维子空间上做模式搜索, 其中近似梯度由差

1部分可分 (partially separable) 这一概念由 Griewank和 Toint [71, 72, 70]提出. Griewank和 Toint
[71] 证明, 部分可分函数类涵盖了所有具有稀疏 Hessian 矩阵的足够光滑函数.
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分得到.
本章提出两个无导数子空间方法. 在 § 5.2 中, 利用 Hooke-Jeeves 模式搜

索的思想, 针对无导数信赖域方法, 我们提出在子空间上求解信赖域子问题的
技巧. 数值实验表明, 该技巧能够改善 NEWUOA 算法的表现. 在 § 5.3 中, 我们讨
论一个很一般的子空间算法框架, 分析其全局收敛性和局部收敛速度, 并且基
于 NEWUOA 算法给出该算法框架的一个无导数实现, 我们称之为 NEWUOAs 算法.
NEWUOAs 算法是本文中最成功的算法. 在我们的实验中, NEWUOAs 算法无论在
计算开销还是稳定性上都明显优于 NEWUOA 算法, 后者被认为是目前最优秀的
无导数算法之一. 我们的实验还表明, NEWUOAs 算法很适合处理初始点质量较
差的问题. 这对实际应用领域很有意义, 因为很多实际问题很难给出一个好的
初始点. 不仅如此, 一个令人振奋的事实是, NEWUOAs 算法已经能高效求解某些
维数高达 2000 的问题. 这是一个突破, 因为目前大多数无导数优化算法 (包括
NEWUOA 算法) 至多可以求解几百维的问题; 对于它们, 2000 维的问题几乎是不

可求解的.

§ 5.2 无导数子空间方法 I

§ 5.2.1 算法的提出

考虑基于二次插值模型的无导数信赖域方法. 像传统信赖域方法一样, 这
种方法每一步建立目标函数的一个模型, 然后在一个信赖域上极小化该模型,
得到一个新的试探点. 由于导数信息不可知, 这里的模型通过二次插值来建立.
第三章和第四章已经详细介绍了如何建立这种模型. 下面是一个基于二次插值
模型的无导数信赖域算法框架.

算法 5.1.

步 1. 给定初始点 x1 和初始插值点集 I1 满足 x1 ∈ I1, 且

f(x1) = min
y∈I1

f(y). (5.1)

选择初始信赖域半径 ∆1. k := 1.

步 2. 构造二次模型 Qk 满足插值条件

Qk(y) = f(y), y ∈ Ik. (5.2)
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步 3. 求解信赖域子问题

min
d∈Rn

Qk(xk + d) (5.3)

s.t. ∥d∥ ≤ ∆k, (5.4)

得到试探步 sk.

步 4. 若 f(xk + sk) < f(xk), 则 xk+1 := xk + sk; 否则 xk+1 := xk.

步 5. 判断插值点集的适定性是否良好. 如有必要, 执行几何步以提高插值
点集的适定性. 更新插值点集得到 Ik+1, 使得 Ik+1 包含 xk+1.

步 6. 根据 sk 的表现以及插值点集的适定性更新信赖域半径得到 ∆k+1.
k := k + 1. 转步 2.

我们认为, 一个适合大规模问题的算法, 它的函数值计算次数应该至多是
O(n) 量级的. 因此, 在每一步, 我们至多有 O(n) 的函数值信息可用, 也就是说

|Ik| = O(n). (5.5)

然而, Rn 中一个二次模型却有 (n+ 1)(n+ 2)/2 个自由度. 因此, 我们可用于
确定模型的信息严重不足. 这就是为什么人们要研究欠定二次插值. 问题规模
越大, 上述不足越严重, 从而导致由此建立的模型可信度越低.

除此之外, 基于插值模型的算法所面对的一个共同问题是, 插值点集的适
定性会随着迭代而逐步丧失, 从而也导致模型可信度降低. 事实上, 之所以在算
法 5.1 中引入几何步, 就是为了在必要时改善插值点集的适定性, 期望得到一
个有效的模型.
也就是说, 由于可用信息的严重不足和插值点集适定性的丧失, 无导数信

赖域方法中的模型经常可信度较低. 正因为如此, 实际计算中, 这种信赖域方法
的很多信赖步都是失败的. 换句话说, 很多时候模型并没有引导我们找到更好
的点, 而是误导我们走向了错误的方向. 这与基于导数的方法差别很大.

那么, 如何改善这一状况? 如何在模型可信度较低时提高目标函数获得下
降的可能性?

我们采用子空间的技术. 基本思路是, 当认为模型可信度很低时, 我们将信
赖域子问题限制在一个子空间上求解. 对该子空间, 我们有两个要求: 第一, 这
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一子空间应该很有潜力, 也就是说, 目标函数很有可能会在该子空间上获得下
降; 第二, 这一子空间的维数应该很低 (比如 2 维或 3 维). 换句话说, 对于可信
度较低的模型, 我们只允许它在一个 “有潜力” 的低维子空间上工作; 因为目标
函数在该子空间上取得下降的概率比较大, 而子空间维数又很低, 所以我们期
望模型会得到更多立功的机会. 再换句话说, 当认为模型可信度较低时, 我们转
而信任子空间.

以上策略可以视为经典的 Hooke-Jeeves 模式搜索思想的推广. Hooke-
Jeeves 模式搜索的思想是, 通过当前的信息, 确定一个很有可能使函数获得下
降的方向, 然后集中精力在这一方向上求解. 我们这里把方向推广成了子空间.

基于以上的想法, 我们把算法 5.1 修改为如下的子空间算法.

算法 5.2.

步 1. 给定初始点 x1 和初始插值点集 I1 满足 x1 ∈ I1, 且

f(x1) = min
y∈I1

f(y). (5.6)

选择初始信赖域半径 ∆1. k := 1.

步 2. 构造模型 Qk 满足插值条件

Qk(y) = f(y), y ∈ Ik. (5.7)

步 3. 根据 Qk 蕴含的信息以及前面的迭代, 决定一个子空间 Sk, 求解子
空间信赖域子问题

min
d∈Sk

Qk(d) (5.8)

s.t. ∥d∥ ≤ ∆k, (5.9)

得到试探步 sk.

步 4. 若 f(xk + sk) < f(xk), 则 xk+1 := xk + sk; 否则 xk+1 := xk.

步 5. 判断插值点集的适定性是否良好. 如有必要, 执行几何步以提高插值
点集的适定性. 更新插值点集得到 Ik+1, 使得 Ik+1 包含 xk+1.
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步 6. 根据 sk 的表现以及插值点集的适定性更新信赖域半径得到 ∆k+1.
k := k + 1. 转步 2.

算法 5.2 的关键问题在于步 3 中子空间 Sk 的选取. 下面我们就来讨论这
一问题.

首先, 当有充分理由在全空间求解信赖域子问题时, 我们应该取 Sk = Rn.
这包括以下三种情形:

情形 1. 若初始插值点集 I1 的适定性很好, 则只要插值点集适定性尚未变坏,
模型就都是可以信任的, 此时应当在全空间求解信赖域子问题. 那么,
如何判断插值点集适定性是否已经变坏? 若当前步之前所有信赖域迭
代的下降比都不低于某常数 α1 > 0, 则我们认为插值点集适定性尚未
变坏. 实际计算中我们取 α1 = 0.1.

情形 2. 几何步之后的第一个模型可以信任, 此时应当在全空间求解信赖域子
问题. 这是因为, 几何步的目的是改善插值点集的适定性, 从而得到比
较有效的模型.

情形 3. 若 Sk−1 是全空间, 且第 k − 1 步信赖域迭代很成功, 则应当在全空间
求解信赖域子问题. 这是因为, 既然上一步在全空间上求解信赖域子问
题导致了很大的成功, 那么我们应该在这一步采取相同的策略以望延
续这种成功. 实际计算中, 如果第 k − 1 步信赖域下降比大于 1, 那么
我们认为它是很成功的.

除以上三种情形之外, 我们认为模型可信度较低, 从而取 Sk 为一个有潜力

的低维子空间. 这时, Sk 应该包含子空间 span{∇Qk(xk), dk−1}. 原因是:

第一, Sk 应包含 ∇Qk(xk), 否则信赖域子问题 (5.8-5.9) 可能只有零解, 无
法得到有效的试探步;

第二, 目标函数很有可能在方向 dk−1 上取得下降, 这受到了 Hooke-Jeeves
模式搜索 [79] 的启发.

事实上, 当目标函数梯度信息可用时, span{∇f(xk), dk−1} 是一个经典的子
空间, 它与共轭梯度法密切相关, Yuan 和 Stoer [183] 从这一子空间出发研究了
共轭梯度法. 子空间 span{∇Qk(xk), dk−1} 是该子空间的一个近似. 除此之外,
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我们在计算中发现, 方向

d̄k =
∑
y∈Ik

f(y)− f(xk)

∥y − xk∥2
· y − xk
∥y − xk∥2

(5.10)

加入 Sk 能够改善算法的表现. 该方向是诸 y − xk 所在单位方向的一个加权组

合, 权重为目标函数在各方向上的平均下降速度. 该方向可视为 ∇f(xk) 的一
个近似.
综合以上, 我们取

Sk = span{∇Qk(xk), dk−1, d̄k}. (5.11)

以上, 我们给出了子空间 Sk 的定义方式, 从而得到了一种子空间策
略. 把这一策略应用于 NEWUOA 算法, 我们得到一个子空间算法, 不妨称之为
SUBSPACE 算法. 下面, 我们通过数值实验来比较 SUBSPACE 算法与 NEWUOA 算
法. 我们将看到, 上述子空间策略确实能够改善 NEWUOA 算法的表现.

§ 5.2.2 数值实验

本小节通过数值实验比较 SUBSPACE 算法与 NEWUOA 算法, 以证明我们提出
的子空间策略是成功的.

我们采用第二章 § 2.4 建立的评价体系来比较这两个算法. 我们的测试问
题集是 § 3.3.2 中使用的 50 个可变维数的无约束优化问题. 对于每一个测试问
题, 我们对 20、40、60、80、100 等 5 个维数进行了求解. 每一次求解都按照
§ 2.4 做了 10 次随机置换. 我们统计了求解精度 (即条件 (2.5) 中的 τ) 为 10−i

(i = 2, 4, 6, 8, 10) 时的函数值计算次数, 也统计了迭代自然终止时的函数值计算
次数 (条件 (2.7) 中取 ε = 10−10).

NEWUOA 的代码中用户可选参数 NPT、RHOBEG 和 RHOEND 的选取与 § 3.3.2
相同, SUBSPACE 算法的代码除了在子空间上求解信赖域子问题外, 其余部分与
NEWUOA 完全相同.

我们的实验环境与 § 3.3.2 相同.
图 5.1 至图 5.6 给出了 NEWUOA 算法与 SUBSPACE 算法在满足不同精度要求

以及迭代自然终止时的 Performance Profile、Data Profile、Sensitivity Profile
与 R-Sensitivity Profile. 图线越高说明算法表现越好. 四种 Profile 的定义请参
考第二章.
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我们先来比较算法的函数值计算次数, 这体现在 Performance Profile 和
Data Profile 上. 可以看到, 两个算法的 Data Profile 区别不大; 但从 Perfor-
mance Profile 来看, SUBSPACE 算法的表现要好于 NEWUOA 算法. 也就是说, 我
们引入的子空间策略在平均上减少了函数值计算次数.

我们再来比较算法对计算机舍入误差的敏感性, 这体现在 Sensitivity
Profile 和 R-Sensitivity Profile 上. 可以看到, 两个算法的在这方面相差不大.
求解精度为 10−2、10−4 和 10−8 时, SUBSPACE 算法好于 NEWUOA 算法, 迭代自
然终止时, NEWUOA 算法好于 SUBSPACE 算法, 但差距都不大.

总体来说, SUBSPACE 算法的表现优于 NEWUOA 算法. 这说明我们引入的子
空间策略的确提高了算法的性能. 我们要强调的是, 这种提高是不平凡的, 因
为: 这两个算法的唯一区别是, NEWUOA 每步迭代都在 n 维 (n 可能高达 100) 全
空间求解信赖域子问题, 而 SUBSPACE 是把信赖域子问题限制在一个低维 (至多
3 维) 子空间上求解, 除非有充分理由不这么做; 也就是说, NEWUOA 工作总是
很 “努力”, 而 SUBSPACE 则经常 “偷懒”; 然而最后的结果却是 SUBSPACE 表现
更好. 这种看似反常的现象不能不引起我们的注意, 它充分说明 SUBSPACE 算法
“偷懒” 的方式 (即子空间策略) 是成功的.
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图 5.1: NEWUOA 与 SUBSPACE 的数值表现 (精度 τ = 10−2)
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图 5.2: NEWUOA 与 SUBSPACE 的数值表现 (精度 τ = 10−4)
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图 5.3: NEWUOA 与 SUBSPACE 的数值表现 (精度 τ = 10−6)
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图 5.4: NEWUOA 与 SUBSPACE 的数值表现 (精度 τ = 10−8)
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图 5.5: NEWUOA 与 SUBSPACE 的数值表现 (精度 τ = 10−10)
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图 5.6: NEWUOA 与 SUBSPACE 的数值表现 (迭代自然终止)



108 无导数优化方法的研究

上述实验中, 我们仅仅求解了规模不超过 100 维的问题. 图 5.7 展示了
NEWUOA 算法与 SUBSPACE 算法分别求解 200 维 ARWHEAD 问题与 CHROSEN
问题得到的函数值下降曲线. 可以清楚地看到, 我们的子空间策略加快了函数
值的下降. 那么, 求解两个问题的过程中, 信赖域子问题在子空间和全空间求
解的比例分别是多少呢? ARWHEAD 问题为 1078 : 2146, CHROSEN 问题为
2856 : 3058. 也就是说, NEWUOA 算法每一步都在 200 维的全空间求解信赖域子
问题, 而 SUBSPACE 算法有三分之一以上的迭代把信赖域子问题限制在一个至
多 3 维的子空间上求解, 结果却是后者表现更好. 这一不同寻常的现象清楚地
表明, 我们的子空间策略是成功的.
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图 5.7: NEWUOA 与 SUBSPACE 求解 200 维 ARWHEAD 问题与 CHROSEN 问题
的函数值下降曲线

§ 5.3 无导数子空间方法 II: NEWUOAs

本节介绍另一个无导数子空间算法 — NEWUOAs 算法. 这是本文最成功的算
法. NEWUOAs 算法的基本想法十分朴素: 把困难问题分解为一系列容易的问题
求解. 具体地说, NEWUOAs 算法把大规模无导数优化问题分解为一系列的小规
模无导数优化问题求解. 实验证明, 这一策略是非常成功的.
本节的结构如下. 我们先在 § 5.3.1讨论一个十分一般性的子空间算法框架.

然后, 在 § 5.3.2 中, 我们分析该框架的全局收敛性和局部收敛速度. § 5.3.3 至
§ 5.3.6 将详细介绍基于这一框架的 NEWUOAs 算法. 在 § 5.3.7 中, 我们用数值实
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验证明 NEWUOAs 算法是十分成功的, 它在大规模问题和坏初始点问题上的表现
显著优于 NEWUOA 算法, 而且可已解决很多 NEWUOA 算法几乎不可求解的大规模
问题.

为方便计, 本节使用 ∥ · ∥ 表示 Rn 上的 2-范数和 Rn×n 上的谱范数.

§ 5.3.1 一个子空间算法框架

本小节研究一个十分一般性的子空间算法框架. 借助已有的无导数优化算
法, 我们可以从该框架导出一类无导数子空间算法. 这一算法框架如下.

算法 5.3. (一个子空间算法框架)

步 1. 取初始点 x1. k := 1.

步 2. 取 Rn 的一个子空间 Sk.

步 3. 精确或近似求解子空间子问题:

min
d∈Sk

f(xk + d), (5.12)

得到 dk.

步 4. 若 f(xk+dk) < f(xk), 则 xk+1 := xk+dk; 否则 xk+1 := xk. k := k+1.
转步 2.

算法 5.3 本质上与 Conn, Gould, 和 Toint [33] 提出的 ISM 算法框架相同.
该算法 5.3 十分具有一般性: 太一般以至于几乎没有给出任何细节. 然而, 在
§ 5.3.2 中我们将看到, 即使是对于这个十分一般的算法, 我们也可以做很多有
意思且有用的理论分析.

算法 5.3 的一个特点是, 它没有提及任何导数信息. 这对我们是至关重要
的. 这一特点使得我们在实现该算法时避免使用导数. 该算法的核心在步 2 和
步 3. 只要在这两步不使用导数, 我们就得到了一个无导数算法. 例如, 经典的
坐标轮换法就是算法 5.3 一个无导数实现. Wu 等 [177] 的算法也可以纳入到
该框架下. 在 § 5.3.3 中, 我们将给出算法 5.3 的一个基于 NEWUOA 算法的实现,
我们称之为 NEWUOAs 算法 (A NEW Unconstrained Optimization Algorithm with
subspace technique based on NEWUOA).
需要注意的是, 算法 5.3 没有提及终止准则. 我们将在 § 5.3.3 给出实用的

终止准则.
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§ 5.3.2 收敛性分析

在讨论算法 5.3 的具体实现之前, 本小节先建立其的全局收敛性和 R-线性
收敛速度. 这些理论结果将指导我们对算法的实现.

在以下分析中, 我们用 Pk 表示 Rn 到 Sk 的正交投影, 记号 λ1(·) 与 λn(·)
分别表示一个 n 阶对称矩阵的最小和最大特征值.

§ 5.3.2.1 全局收敛性

下面我们建立算法 5.3 的全局收敛性. 我们提出一个能够保证其全局收敛
性的条件 (条件 5.6). 对于强凸 [11] 的目标函数, 我们还证明这一条件对保证算
法 5.3 的全局收敛性是充分必要的.

在整个 § 5.3.2.1 中, 我们对目标函数做出以下假设.

假设 5.4. 目标函数 f 有下界, 二次连续可微, 且二阶导数有界.

我们令 M 表示 ∥∇2f∥ 的一个上界. 在假设 5.4 下, 我们有以下引理.

引理 5.5. 设 x ∈ Rn, S 为 Rn 的一个子空间, 则

f(x)− inf
d∈S

f(x+ d) ≥ 1

2M
∥P∇f(x)∥2, (5.13)

其中 P 为 Rn 到 S 的正交投影.

证明. 令 d0 = P∇f(x). 定义

q(t) = f(x) + tdT
0∇f(x) +

1

2
M∥d0∥2t2. (5.14)

则对任意 t, 有
f(x+ td0) ≤ q(t). (5.15)

故

f(x)− inf
t≥0

f(x+ td0) ≥ f(x)− inf
t≥0

q(t) =
[dT

0∇f(x)]2

2M∥d0∥2
=

1

2M
∥P∇f(x)∥2. (5.16)

因 d0 ∈ S, 故 (5.16) 蕴含 (5.13). ■
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要保证算法 5.3 的全局收敛性, 很自然的需要子空间 Sk 能反映目标函数 f

的足够多的信息, 且 xk+1 足够接近 f 在 xk + Sk 上的极小点. 因此, 我们提出
以下条件:

条件 5.6. 存在一个无穷整数集合 K 满足

a.) (I − Pk)∇f(xk) → 0, 当 k ∈ K 且 k → ∞;

b.) f(xk+1)− infd∈Sk
f(xk + d) → 0, 当 k ∈ K 且 k → ∞.

条件 5.6 的 a.) 等价于: 存在序列 {g̃k} 使得 g̃k ∈ Sk 且

g̃k −∇f(xk) → 0, 当 k ∈ K 且 k → ∞. (5.17)

粗略地讲, 这就是要求当 k ∈ K 时, Sk 中存在向量 g̃k 能良好地逼近 ∇f(xk).

现在我们证明条件 5.6 能保证算法 5.3 的全局收敛性.

定理 5.7. 若条件 5.6 对算法 5.3 成立, 则

lim inf
k→∞

∥∇f(xk)∥ = 0. (5.18)

证明. 我们证明

∥∇f(xk)∥ → 0, 当 k ∈ K 且 k → ∞. (5.19)

假若不然, 存在 ε0 > 0 以及 K 的无穷子集 K̄ 使得

∥∇f(xk)∥ ≥ ε0, k ∈ K̄. (5.20)

根据条件 5.6, 不妨假设对 k ∈ K̄ 有

∥(I − Pk)∇f(xk)∥ ≤ ε0
2
, (5.21)

f(xk+1)− inf
x∈Sk

f(xk + d) ≤ ε20
16M

. (5.22)
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对任意 k ∈ K̄, 由引理 5.5 与 (5.20)、(5.21) 以及 (5.22) 知

f(xk)− f(xk+1)

=

[
f(xk)− inf

d∈Sk

f(xk + d)

]
−
[
f(xk+1)− inf

d∈Sk

f(xk + d)

]
≥ 1

2M
∥Pk∇f(xk)∥2 −

ε20
16M

≥ ε20
8M

− ε20
16M

=
ε20

16M
.

(5.23)

这与 K̄ 为无穷集以及 f 有下界矛盾.
■

定理 5.7 表明, 条件 5.6 对保证算法 5.3 的全局收敛性是充分的. 容易看
到, 它在下面的意义下也是必要的.

命题 5.8. 若算法 5.3 产生的点列 {xk} 满足

lim
k→∞

f(xk) = inf
x∈Rn

f(x), (5.24)

则条件 5.6 成立.

证明. 我们将证明条件 5.6 对 K = {k : k ≥ 1} 成立. 据引理 5.5,

f(xk)− inf
x∈Rn

f(x) ≥ 1

2M
∥∇f(xk)∥2. (5.25)

故 ∇f(xk) → 0, 因此条件 5.6 的 a.) 成立. 条件 5.6 的 b.) 可由

f(xk+1)− inf
x∈Rn

f(x) ≥ f(xk+1)− inf
d∈Sk

f(xk + d) ≥ 0 (5.26)

得到. ■

精确地讲, 当目标函数强凸时, 条件 5.6 对保证算法 5.3 的全局收敛是充分
必要的.

定理 5.9. 假设 f 强凸, 算法 5.3 产生点列 {xk}. 则 {xk} 收敛于 f 的唯

一极小点当且仅当条件 5.6 成立.
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根据定理 5.7 与命题 5.8, 定理 5.9 是显然的.

粗略地讲, 我们的分析表明, 为了保证算法 5.3 全局收敛, 必须且只需要求
Sk 包含 ∇f(xk) 的一个足够好的近似, 且 dk 为子问题 (5.12) 的一个足够好的
解. 这些观察将引导我们对算法 5.3 的实现 (详情见 § 5.3.3).

§ 5.3.2.2 R-线性收敛速度

下面, 我们建立算法 5.3 的 R-线性收敛速度. 我们提出一个能够保证算法
R-线性收敛速度的条件 (条件 5.13). 对于凸目标函数, 我们还证明该条件对算
法的 R-线性收敛速度是充分必要的.

在整个 § 5.3.2.2 中, 我们做出以下假设. 该假设在收敛速度的分析中是常
见的.

假设 5.10. 算法 5.3 产生的点列 {xk} 满足

a.) xk → x∗;

b.) f 在 x∗ 的一个邻域内二次连续可微, ∇f(x∗) = 0, 且 ∇2f(x∗) 正定.

根据假设 5.10 的 b.), 存在正数 λ、µ 和 δ 使得当 ∥x− x∗∥ ≤ δ 时

λ ≤ λ1(∇2f(x)) ≤ λn(∇2f(x)) ≤ µ. (5.27)

容易看到, 当 ∥x− x∗∥ ≤ δ 时,

λ

2
∥x− x∗∥2 ≤ f(x)− f(x∗) ≤ µ

2
∥x− x∗∥2, (5.28)

以及

λ∥x− x∗∥ ≤ ∥∇f(x)∥ ≤ µ∥x− x∗∥. (5.29)

另外, 可以证明, 存在正数 δ′ 使得当 ∥x− x∗∥ ≤ δ′ 时

f(x)− f(x∗) ≤ 1

λ
∥∇f(x)∥2 (5.30)

以上结论的证明请参考袁亚湘 [190] (46 页).

以下引理本质上与引理 5.5 是相同的, 不过这里我们需要更细致的分析.



114 无导数优化方法的研究

引理 5.11. 若 x 满足 ∥x− x∗∥ ≤ δ/2, S 为 Rn 的子空间, 则

f(x)− inf
d∈S

f(x+ d) ≥ 1

2µ
∥P∇f(x)∥2, (5.31)

其中 P 为 Rn 到 S 的正交投影.

证明. 根据 (5.27), 当 ∥tP∇f(x)∥ ≤ δ/2 时,

f(x− tP∇f(x)) ≤ f(x)− ∥P∇f(x)∥2t+ µ

2
∥P∇f(x)∥2t2, (5.32)

考虑 t∗ = µ−1. 因为

∥t∗P∇f(x)∥ ≤ µ−1∥∇f(x)∥ ≤ ∥x− x∗∥ ≤ δ

2
, (5.33)

不等式 (5.32) 对 t∗ 成立. 故

inf
d∈S

f(x+ d) ≤ f(x− t∗P∇f(x)) ≤ f(x)− 1

2µ
∥P∇f(x)∥2. (5.34)

因而 (5.31) 为真. ■

下面的引理很简单, 但对我们的分析很关键.

引理 5.12. 设 {αk} 为一个单调递减的非负数列, 且存在常数 α > 0 与 ρ1、

ρ2 ∈ (0, 1) 使得对任意 k ≥ 1,

αk ≤ αρk1, 或 αk+1 ≤ ρ2αk. (5.35)

那么

αk ≤ ᾱρk, (5.36)

其中,
ρ = max{ρ1, ρ2}, ᾱ = ρ−1 max{α1, α}. (5.37)

证明. 我们用归纳法证明, 当 k = 1时, (5.36)成立. 假设 (5.36)对 k 成立.
若 αk ≤ αρk1, 则 αk+1 ≤ αk ≤ αρk1 ≤ ᾱρk+1. 否则, αk+1 ≤ ρ2αk ≤ ραk ≤ ᾱρk+1.

■

根据我们在 § 5.3.2.1 的经验, 我们提出以下条件.
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条件 5.13.

a.) (I − Pk)∇f(xk) R-线性收敛于零;

b.) f(xk+1)− infd∈Sk
f(xk + d) R-线性收敛于零.

现在我们证明条件 5.13 能保证算法 5.3 的 R-线性收敛性.

定理 5.14. 若条件 5.13 对算法 5.3 成立, 则 xk R-线性收敛于 x∗.

证明. 记
f̄k = inf

d∈Sk

f(xk + d), (5.38)

以及

αk =
f(xk+1)− f(x∗)

f(xk)− f(x∗)
. (5.39)

根据条件 5.13, 存在常数 α > 0 与 ρ ∈ (0, 1) 使得

∥(I − Pk)∇f(xk)∥ ≤ µαρk, (5.40)

f(xk+1)− f̄k ≤
1

2
αρk. (5.41)

由 (5.30) 与 (5.31) 知, 当 k 足够大时

f(xk)− f(x∗) ≤ 1

λ
∥∇f(xk)∥2, (5.42)

f(xk)− f̄k ≥
1

2µ
∥Pk∇f(xk)∥2. (5.43)

因此, 对足够大的 k,

αk = 1− f(xk)− f(xk+1)

f(xk)− f(x∗)

= 1− f(xk)− f̄k
f(xk)− f(x∗)

+
f(xk+1)− f̄k
f(xk)− f(x∗)

≤ 1− ∥Pk∇f(xk)∥2

2µ[f(xk)− f(x∗)]
+

αρk

2[f(xk)− f(x∗)]

≤ 1− ∥∇f(xk)∥2 − µαρk

2µ[f(xk)− f(x∗)]
+

αρk

2[f(xk)− f(x∗)]

≤ 1− λ

2µ
+

αρk

2[f(xk)− f(x∗)]
+

αρk

2[f(xk)− f(x∗)]

= 1− λ

2µ
+

αρk

f(xk)− f(x∗)
,

(5.44)
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从而

f(xk)− f(x∗) ≤ 4µα

λ
ρk, 或 αk ≤ 1− λ

4µ
. (5.45)

根据引理 5.12, (5.45) 蕴含 {f(xk)− f(x∗)} 的 R-线性收敛速度. 同时, 不等式
(5.28) 说明 k 足够大时 ∥xk − x∗∥ 被 2[f(xk) − f(x∗)]/λ 控制. 因此 xk R-线性
收敛于 x∗. ■

定理 5.14 说明条件 5.13 对保证算法 5.3 的 R-线性收敛速度是充分的. 容
易看到, 该条件在下述意义下也是必要的.

命题 5.15. 若 x∗ 为 f 的全局极小点, 且 xk R-线性收敛于 x∗, 则条件 5.13
对算法 5.3 成立.

证明. 当 k 足够大时,

∥∇f(xk)∥ ≤ µ∥xk − x∗∥. (5.46)

因此 ∇f(xk) R-线性收敛于零, 这蕴含条件 5.13 的 a.). 条件 5.13 的 b.) 可由

0 ≤ f(xk+1)− inf
d∈Sk

f(xk + d) ≤ f(xk+1)− f(x∗) ≤ µ

2
∥xk+1 − x∗∥2 (5.47)

得到. ■

精确地讲, 对于凸目标函数, 条件 5.13 对算法 5.3 的 R-线性收敛速度是充
分必要的,

定理 5.16. 若 f 是凸的, 则 xk R-线性收敛于 x∗ 当且仅当条件 5.13 对算
法 5.3 成立.

根据定理 5.14 与命题 5.15, 定理 5.16 是显然的.

粗略地讲, 我们的分析表明, 为了使算法 5.3 R-线性收敛, 必须且只需 Sk

包含一个向量 R-线性地近似 ∇f(xk), 且 dk R-线性地近似子问题 (5.12) 的解.
(5.45) 提示我们, 算法 5.3 的收敛速度受 ∇2f 的条件数的影响. 这些观察将引
导我们对算法 5.3 的实现 (详情见 § 5.3.3 与 § 5.3.6).
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§ 5.3.3 NEWUOAs: 一个基于 NEWUOA 的无导数子空间算法

使用 NEWUOA 算法作为子问题 (5.12) 的求解器, 我们能够得到算法 5.3 的
一个无导数实现, 即 NEWUOAs 算法. 本小节介绍 NEWUOAs 算法的实现过程.

为了实现算法 5.3, 我们只需指明步 2 中如何定义子空间 Sk, 以及步 3 中
如何求解子问题 (5.12). 为了使我们的算法不依赖导数, 我们必须不依赖导数
地完成这些工作. 幸运的是, 这是可能的. § 5.3.2 中的理论分析已经为我们做好
了充分的铺垫.

根据 § 5.3.2 中的理论, 要使算法 5.3 全局收敛, Sk 不需要包含 ∇f(xk),
而只要包含 ∇f(xk) 的一个足够好的近似. 假定我们用某种方式, 比如有限
差分、单纯形梯度 [16, 48, 47, 45] 或更一般的插值得到了一个近似梯度 g̃k,
则只需令 Sk 包含 g̃k 即可. Sk 的具体定义可以借鉴基于导数的子空间方法

[183, 33, 112, 111, 169, 108, 170, 180, 181, 182, 81]. § 5.3.2 中的理论还告诉我
们, 子问题 (5.12) 也不需要精确求解. 我们只要调用已有的无导数优化算法求
解子问题 (5.12) 到一定精度即可. 由于这是一个低维问题, 现有算法可以很高
效地处理.

我们用插值的方法构造近似梯度, 用 NEWUOA 算法求解子问题 (5.12), 得到
了算法 5.3 的一个无导数实现. 我们称该算法为 NEWUOAs (A NEW Unconstrained
Optimization Algorithm with subspace technique based on NEWUOA).

具体地讲, 在第 k 步迭代, 我们在 xk 周围取插值点, 通过最小 Frobenius
范数插值得到 f 的一个模型 Qk, 然后取 g̃k = ∇Qk(xk) 作为 ∇f(xk) 的一个近
似. 我们把 NEWUOA 初始化时建立模型的过程分离出来, 作为一个子程序用于实
现上述插值. 我们把该子程序命名为 MODEL. 它含有三个参量: 向量 x0 ∈ Rn、

正数 h 和正整数 m. 在我们这里 x0 = xk. 计算中, MODEL 按一定规则选取 m

个形如

y = x0 + αhei + βhej (5.48)

的点对 f 进行插值, 其中 ei 与 ej 为两个坐标向量, α 与 β 的可能取值为

0、1 和 −1. 为了使插值问题有解, MODEL 要求 m ≤ (n+ 1)(n+ 2)/2. 另外,
NEWUOA 中还要求 m ≥ n+ 2, 我们放宽为 m ≥ n+ 1, 即我们允许线性模型. 实
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际计算中, 我们建议取 m = 2n+ 1. 此时插值点的取法为

y1 = x0, (5.49)

yi+1 = x0 + hei, (5.50)

yi+n+1 = x0 − hei, (5.51)

其中 i = 1, . . . , n. 可以看出, 该插值点集确定的最小 Frobenius 范数插值模型
Q 的系数为

[∇Q(x0)]i =
1

2h
[f(x0 + hei)− f(x0 − hei)], (5.52)

[∇2Q(x0)]ii =
1

h2
[f(x0 + hei) + f(x0 − hei)− 2f(x0)], (5.53)

[∇2Q(x0)]ij = 0, i ̸= j, (5.54)

其中 i, j = 1, . . . , n. 可见, 此时的最小 Frobenius 范数插值等价于中心差分. 关
于 m 取其他值时插值点集的具体定义请参考 Powell [138].
调用 MODEL(xk, h, m), 我们得到 xk 处的最小 Frobenius 范数模型 Qk; 令

g̃k = ∇Qk(xk), 就得到近似梯度 g̃k. g̃k 的近似精度由 h 决定, 为引用方便, 我
们将 m = 2n+ 1 时的精度详述如下.

命题 5.17. 设 Qk 由 MODEL(xk, h, 2n+ 1) 得到.

a.) 若 f 在 Rn 上二次连续可微, 且二阶导数有界, 则

∥∇f(xk)−∇Qk(xk)∥ ≤ 1

2
sup
x∈Rn

{
n∑

i=1

[
∂2f

∂x2i
(x)

]2} 1
2

h; (5.55)

b.) 若 f 在 Rn 上三次连续可微, 且三阶导数有界, 则

∥∇f(xk)−∇Qk(xk)∥ ≤ 1

6
sup
x∈Rn

{
n∑

i=1

[
∂3f

∂x3i
(x)

]2} 1
2

h2. (5.56)

证明. 这实际上就是中心差分的误差估计, 可以利用 Taylor 展开很容易地
得到. 以 (5.55) 为例: 对任何 i ∈ {1, 2, . . . , n}, 由 (5.52) 知

| [∇f(x0)]i − [∇Q(x0)]i | ≤
1

2
sup
x∈Rn

∣∣∣∣∂2f∂x2i (x)
∣∣∣∣h. (5.57)

故 (5.55) 成立. ■
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得到近似梯度之后, 我们来定义子空间 Sk. 我们提出两种子空间的定义方
式, 这里先介绍第一种, 另外一种在 § 5.3.6 中介绍. 第一种子空间是简单和直
接的: 参照共轭梯度步所在的子空间 [183], 我们取

Sk = span{g̃k, sk−1}, (5.58)

其中 sk−1 = xk − x̄k−1, 且 x̄k−1 为最近一个与 xk 不同的迭代点. 这样, 算法 5.3
的步 2 就实现了, 并且这一过程没有用到导数信息.

步 3 的实现更加简单. 我们只要调用 NEWUOA 算法求解子问题 (5.12) 到合
适的精度即可. 那么, 如何控制 NEWUOA 算法的求解精度? 在 § 3.3.2 中我们提
到, NEWUOA 代码中含有一个用户可选参数 RHOEND, 该参数就反映了算法的求
解精度2. 所以, 我们可以在调用 NEWUOA 时通过设置 RHOEND 的值来控制精度.

用上述方法, 我们不依赖导数地实现了算法 5.3 的步 2 与步 3, 从而得到了
一个无导数优化算法, 即 NEWUOAs 算法. 我们将 NEWUOAs 算法的计算过程总结
如下.

算法 5.18. (NEWUOAs)

步 1. 取正数序列 {hk}、{pk} 和常数 ε ≥ 0. 确定初始点 x1; s0 := 0;
k := 1.

步 2. 选取整数 mk ∈ [n+ 1, (n+ 1)(n+ 2)/2], 调用 MODEL(xk, hk, mk), 获
得 xk 处的近似梯度 g̃k. 若 hk < ε 且 ∥g̃k∥ < ε, 终止. 令

Sk = span{g̃k, sk−1}. (5.59)

步 3. 设置 RHOEND = pk, 调用 NEWUOA 求解子问题

min
d∈Sk

f(xk + d) (5.60)

得到 dk.
2 “The parameter ρend, which has to satisfy ρend ≤ ρbeg, should have the magnitude of the required

accuracy in the final values of the variables” [138]. 参数 ρend 在 NEWUOA 源代码中的变量名即为 RHOEND.
实际计算中, 通常可以观察到 ∥xfin − x∗∥∞ 为 ρend 量级的, 其中 xfin 为 NEWUOA 算法求得的解, x∗ 为最

优解. 请参考 Powell [138] 的数值结果.
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步 4. 若 f(xk + dk) < f(xk), 则 xk+1 := xk + dk, sk := dk; 否则 xk+1 := xk,
sk := sk−1. k := k + 1. 转步 2.

事实上, NEWUOAs 算法的迭代分内外两层. 上面主要描述了外层迭代过程.
内层迭代是步 3 中求解子问题 (5.60) 的过程; 这部分迭代由 NEWUOA 算法完成,
不需要我们管理. 因此我们所有的讨论总是把注意力集中在外层迭代上.
为了避免一开始就陷于细节, 我们把 NEWUOAs 算法的一些具体实现 (比如

{hk}与 {pk}的选取)放在 § 5.3.5中介绍. 在此之前, § 5.3.4将证明 NEWUOAs 算
法在理论上的收敛性和计算上的有限终止性3.

§ 5.3.4 NEWUOAs 算法的收敛性

本小节的讨论以 mk ≡ 2n+1 为例. 对于 mk 取 [n+1, (n+1)(n+2)/2] 中

其他整数的情况, 讨论是类似的. 另外, 本小节的分析不要求子空间 Sk 严格按

照 (5.59) 定义; 只要 g̃k ∈ Sk, 这里的分析就成立.
NEWUOAs 算法的表现依赖于 NEWUOA 求解子问题 (5.60) 的效果. 为了保证

NEWUOAs 算法的收敛性, 我们需要以下假设.

假设 5.19. 存在常数 c 与无穷正整数集合 K 使得对任何 k ∈ K, 步 3 得
到的 dk 满足

dist(dk, arg min
d∈Sk

f(xk + d)) ≤ cpk. (5.61)

事实上, 以上假设正符合 NEWUOA 算法中参数 RHOEND 的含义.
我们先在 ε = 0 的理想情况下讨论 NEWUOAs 的全局收敛性和局部收敛速

度. 与 § 5.3.2 一样, 我们用 Pk 表示 Rn 到 Sk 的正交投影.
下面的定理建立了 NEWUOAs 算法的全局收敛性.

定理 5.20. 设 ε = 0, 目标函数 f 满足假设 5.4, 且 NEWUOA 算法满足假设
5.19. 若

lim inf
k∈K, k→∞

hk = 0 = lim inf
k∈K, k→∞

pk, (5.62)

则

lim inf
k→∞

∥∇f(xk)∥ = 0. (5.63)
3这里的 “有限终止” 并非是说算法在有限步之内能求到精确解, 而是说有限步之内会满足终止准则正

常退出.
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证明. 不妨假设 {hk} 与 {pk} 皆在 K 上趋于零 (否则, 取 K 的一个满足条
件的无穷子集代替 K 即可).

由假设 5.4 及 (5.55), ∥∇f(xk) − g̃k∥ 被 hk 控制, 故 ∇f(xk) − g̃k 在 K 上
收敛于零. 从而由

∥(I − Pk)∇f(xk)∥ = ∥∇f(xk)− Pk∇f(xk)∥ ≤ ∥∇f(xk)− g̃k∥ (5.64)

知 (I − Pk)∇f(xk) 在 K 上收敛于零.

另一方面, 由假设 5.19 知

f(xk + dk)− inf
d∈Sk

f(xk + d) → 0, 当 k ∈ K 且 k → ∞. (5.65)

故由

f(xk+1) ≤ f(xk + dk) (5.66)

知

f(xk+1)− inf
d∈Sk

f(xk + d) → 0, 当 k ∈ K 且 k → ∞. (5.67)

根据定理 5.7, 全局收敛性 (5.63) 成立. ■

用相同的方法, 我们可以由定理 5.14 导出 NEWUOAs 算法的 R-线性收敛速
度.

定理 5.21. 设 ε = 0, 目标函数 f 与迭代点列 {xk} 满足假设 5.10, 且
(5.61) 对足够大的 k 都成立. 若序列 {hk} 与 {pk} R-线性收敛于零, 则 {xk}
R-线性收敛于 x∗.

证明. 与定理 5.20 的证明类似, 我们可以看到 ∥(I − Pk)∇f(xk)∥ 以及
f(xk+1)− infd∈Sk

f(xk + d)皆 R-线性收敛于零. 故由定理 5.14知所论成立. ■

实际计算中, 我们取 ε > 0. 这时, 如果令 {hk} 与 {pk} 趋于零, 那么
NEWUOAs 将在有限步内终止. 但是, 计算中令 {hk} 与 {pk} 趋于零可能是不合
理的. 过小的 hk 会使得插值不稳定, 而过小的 pk 会增加子问题 (5.60) 的求解
代价. 因此, 我们建议在实际计算中给这两个序列规定合理的下界. 那么, 此时
NEWUOAs 算法是否仍有限终止? 下面的两个定理回答了这一问题.
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定理 5.22. 设目标函数 f 满足假设 5.4, NEWUOA 算法满足假设 5.19. 若
ε > 0, 且

lim inf
k∈K, k→∞

M
√
nεhk +M2c2p2k < ε2, (5.68)

则 NEWUOAs 算法有限终止. 其中, M 为 ∥∇2f∥ 的一个上界且 M ≥ 1.

证明. 不妨假设对所有 k ∈ K, 有

M
√
nεhk +M2c2p2k ≤ δ2. (5.69)

其中, δ 为一个常数, 且 δ < ε.
给定 k ∈ K, 我们来估计第 k 步迭代的下降量. 令 Pk 表示 Rn 到 Sk 的正

交投影. 由引理 5.5 以及假设 5.19 知

f(xk)− f(xk+1)

≥ f(xk)− f(xk + dk)

≥ f(xk)− inf
d∈Sk

f(xk + d)− 1

2
Mc2p2k

≥ 1

2M
∥Pk∇f(xk)∥2 −

1

2
Mc2p2k.

(5.70)

另一方面,

∥Pk∇f(xk)∥2

= ∥∇f(xk)∥2 − ∥∇f(xk)− Pk∇f(xk)∥2

≥ [∥g̃k∥ − ∥∇f(xk)− g̃k∥]2 − ∥∇f(xk)− g̃k∥2

= ∥g̃k∥2 − 2∥g̃k∥∥∇f(xk)− g̃k∥

≥ ∥g̃k∥2 −M
√
n∥g̃k∥hk.

(5.71)

故

f(xk)− f(xk+1) ≥
1

2M
∥g̃k∥2 −

1

2

√
n∥g̃k∥hk −

1

2
Mc2p2k. (5.72)

由 (5.69) 以及 M ≥ 1 知

hk <
ε

M
√
n
≤ ε. (5.73)

假若 NEWUOAs 算法不有限终止, 则

∥g̃k∥ ≥ ε > M
√
nhk. (5.74)
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从而由 (5.72) 与 (5.69) 知,

f(xk)− f(xk+1) ≥
1

2M
ε2 − 1

2

√
nεhk −

1

2
Mc2p2k ≥

1

2M
(ε2 − δ2). (5.75)

以上估计对任何 k ∈ K 皆成立. 这与 K 为无穷集且 f 有下界矛盾. ■

用同样的方法可以证明如下定理.

定理 5.23. 设目标函数 f 满足假设 5.4, 三次连续可微且三阶导数有界,
NEWUOA 算法满足假设 5.19. 若 ε > 0, 且

lim inf
k∈K, k→∞

1

3
M̄εh2k +M2c2p2k < ε2, (5.76)

则 NEWUOAs 算法有限终止. 其中, M 为 ∥∇2f∥ 的一个上界, M̄ 为{
n∑

i=1

[
∂3f

∂x3i

]2} 1
2

(5.77)

的一个上界且 M̄ ≥ 3.

定理 5.22 与 5.23 说明, 只要序列 {hk} 与 {pk} 的下界足够小, NEWUOAs 算
法就会有限终止. 此外, (5.68) 与 (5.76) 为我们估计合理的下界提供了依据.

算法 NEWUOAs 的一个优点在于, 我们能够估计解的质量. 下面的定理给出
了迭代点处梯度大小的估计. 这些估计是命题 5.17 的直接推论.

定理 5.24. 考虑 NEWUOAs 算法的迭代点 xk.

a.) 若 f 在 Rn 上二次连续可微且二阶导数有界, 则

∥∇f(xk)∥ ≤ ∥g̃k∥+
1

2
sup
x∈Rn

{
n∑

i=1

[
∂2f

∂x2i
(x)

]2} 1
2

hk; (5.78)

b.) 若 f 在 Rn 上三次连续可微且三阶导数有界, 则

∥∇f(xk)∥ ≤ ∥g̃k∥+
1

6
sup
x∈Rn

{
n∑

i=1

[
∂3f

∂x3i
(x)

]2} 1
2

h2k. (5.79)
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§ 5.3.5 NEWUOAs 算法的实现细节

下面我们介绍算法 5.18 中未提到的实现细节.

首先是序列 {hk} 的选取. hk 控制了第 k 步插值点集的集中程度. 当
mk = 2n + 1 时, 插值等价于中心差分, hk 就是差分步长. 我们认为 h1 不宜过

小: 过早采用过于集中的插值点集会丧失捕捉到目标函数的大尺度信息的机会,
使迭代陷于低质量的局部极小值点. h1 在尺度上应大致反映初始点离最优点的
距离. 在确定 h1 之后, 我们令

hk = ρk−1
1 h1, (5.80)

其中 ρ1 ∈ (0, 1) 是一个常数.

其次是序列 {pk} 的选取. pk 控制了第 k 步迭代中子问题 (5.60) 的求解精
度. 实际计算中, 我们发现, 最初几次迭代的子空间往往包含非常好的点 (即使
这时近似梯度 g̃k 还很不精确), 所以我们希望一开始就充分求解子问题 (5.60).
故我们取

pk = min{ε, ρk2}, (5.81)

其中 ρ2 ∈ (0, 1) 是一个常数.

§ 5.3.4 提到, 在实际计算中, 令序列 {hk} 与 {pk} 趋于零可能是不合理的.
因此我们建议给它们规定正的下界. 要保证 NEWUOAs 算法有限终止, 合理的下
界可以根据 (5.68) 或 (5.76) 得到. 在实际计算中, 我们观察到, c 一般为

√
n

量级的4. 假设 c ≤
√
n, 则由 (5.68) 知, {hk} 与 {pk} 的一个比较合理的下界

是 ε/(2M
√
n), 其中 M 为 ∥∇2f∥ 不小于 1 的一个上界估计. 结合 (5.80) 与

(5.81), 我们可以取

hk = max
{
ρk−1
1 h1,

ε

2M
√
n

}
, (5.82)

pk = max
{

min{ε, ρk2},
ε

2M
√
n

}
. (5.83)

在实际计算中我们用 (5.82) 定义 {hk}, 用 (5.83) 定义 {pk}. 如果假设 f 三次

连续可微且三阶导数有界, 则序列 {hk} 还允许更大的下界. 当然, 因为我们无
法得到 (5.68) 与 (5.76) 中的常数 c、M 和 M̄ 的准确值, 所以只能估计合理的

4这是因为, 一般情况下, NEWUOA 得到的解每一个分量都能达到 RHOEND 量级的精度.
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下界应该具有什么量级. 采用 (5.82)–(5.83) 定义 {hk} 和 {pk}, NEWUOAs 算法
的有限终止性是没有理论保证的, 因而需要增加其他的终止准则, 比如规定最
大函数值计算次数.

在调用 NEWUOA 求解子问题 (5.60) 之前, 我们先构造矩阵 B ∈ Rn×n̄, 使得
B 的列构成子空间 Sk 的一组标准正交基, 其中 n̄ 为 Sk 之维数. 按算法 5.18
的描述, n̄ 为 1 或 2. 利用 B, 子问题 (5.60) 可转化为

min
d̄∈Rn̄

f(xk +Bd̄). (5.84)

问题 (5.84) 可以直接调用 NEWUOA 求解. 求解的初始点为 0. 在得到问题 (5.84)
的解 d̄k 之后, 令 dk = Bd̄k 即得到子问题 (5.60) 的解.

调用 NEWUOA 时, 我们除了需要设置 RHOEND 之外, 还需要设置其初始信赖
域半径 RHOBEG. 实际计算中, 我们发现, 比较大的初始信赖域半径更有优势.
我们更新 RHOBEG 的策略是:

RHOBEGk+1 = max{pk+1, hk+1, ∥dk∥, ρ3RHOBEGk}, (5.85)

其中 ρ3 ∈ (0, 1) 是一个常数.
调用 NEWUOA 时, 另外一个需要设置的参数是每一个模型使用的插值点个

数 NPT. 数值实验表明, 求解小规模问题时, 完全二次插值优于欠定二次插值和
对称 Broyden 修正. 所以我们建议取 NPT = (n̄+ 1)(n̄+ 2)/2, 其中 n̄ 为子问题

维数. 按照算法 5.18 的描述, n̄ = 2, 故 NPT = 6.
在调用 MODEL 构造 g̃k 时, 我们选取的插值点中可能会出现比 xk 函数值更

优的点. 我们不妨把插值点中函数值最优的点记为 x̂k. 如果 f(x̂k) < f(xk), 那
么比较合理的做法是把子问题 (5.60) 中的 xk 更改为 x̂k. 在实际计算中我们采
用这种策略. 但是这种做法带来的改变并不大, 原因是插值点集的直径在迭代
中会较快的趋于零. 用 x̂k 替代 xk 之后, 需要将 g̃k 重新定义为 ∇Qk(x̂k). 当
k ≥ 2 时, 我们还重新定义 sk−1 为 x̂k − xk + sk−1.
最后, 如果累计三次出现 ∥dk∥ 很小, 比如 ∥dk∥ < α1ε (α1 是一个小正数),

则很有可能继续迭代并不会带来本质的改进, 故我们建议此时终止迭代.

§ 5.3.6 NEWUOAs 算法的预条件技术

算法 5.18与 § 5.3.5介绍了 NEWUOAs 算法的全部实现过程. 那么, 这样得到
的 NEWUOAs 算法计算效果如何? 我们先来看一个例子. 考虑测试问题 DQRTIC



126 无导数优化方法的研究

表 5.1: NEWUOA 算法与 NEWUOAs 算法对 DQRTIC 问题的表现

NEWUOA NEWUOAs
100 10000 1.248559E−18 4906 1.772290E−17
150 10000 4.926753E−01 7112 4.344702E−17
200 10000 1.263032E+03 9233 4.256090E−12
250 10000 1.980351E+05 10000 5.472021E−10

[67]. 其目标函数为

f(x) =
n∑

i=1

(xi − i)4 (5.86)

初始点为 (2, 2, . . . , 2), 最优值为 0. 表 5.1 给出了 NEWUOA 算法和 NEWUOAs 算法
求解 DQRTIC 问题 (n = 100, 150, 200, 250) 的函数值计算次数以及得到的最优
函数值. 计算中 NEWUOA 的参数 NPT、RHOBEG 和 RHOEND 分别取 2n + 1、1 和

10−6; NEWUOAs 的参数为 mk = 2n + 1, ε = 10−6, h1 = 1, ρ1 = ρ2 = ρ3 = 0.5,
M = 50, α1 = 0.1. 另外, 我们限制最大函数值计算次数为 10000. 与以往不同,
对每一个问题我们仅按原始变量顺序求解一次, 不进行随机置换. 在这个问题
上, NEWUOAs 算法的效率明显高于 NEWUOA, 充分显示了子空间技术对较大规模
问题的威力.

现在, 让我们来看另外一个例子. 考虑测试问题 POWER [67]. 其目标函数
为

f(x) =
n∑

i=1

i2x2i , (5.87)

初始点为 (1, 1, . . . , 1), 最优值为 0. 表 5.2 给出了 NEWUOA 算法和 NEWUOAs 算
法求解 POWER 问题 (n = 100, 150, 200, 250) 的函数值计算次数以及得到的
最优函数值. 计算中 NEWUOA 与 NEWUOAs 的参数选取同上; 最大函数值计算
次数仍置为 10000; 我们仍然只求解原始变量顺序下的问题. 在这个问题上,
NEWUOAs 算法遇到了困难.

现在我们来分析 NEWUOAs 算法在 POWER 问题上表现不佳的原因. 因为
POWER 是一个二次函数, 且 Hessian 矩阵为对角矩阵, 所以我们每次插值得
到的二次模型是精确的. 故对于该问题 NEWUOAs 算法大致相当于共轭梯度法5.

5但不完全相同. 这是因为, 如果插值构造模型时出现函数值更优的点, 迭代点会相应移动.
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表 5.2: NEWUOA 算法与 NEWUOAs 算法对 POWER 问题的表现

NEWUOA NEWUOAs
100 244 5.940111E−15 10000 6.734304E+00
150 350 6.366113E−13 10000 6.541123E+01
200 455 7.894867E−13 10000 3.301559E+02
250 565 2.627950E−12 10000 1.110297E+03

而 POWER 问题的条件数很大, 故 NEWUOAs 算法表现不佳是很正常的.
对于一般问题, 我们在建立算法 5.3的 R-线性收敛速度 (定理 5.14)时已经

看到, 问题的条件数很大时算法的收敛速度可以很慢. 这是所有基于算法 5.3框
架的方法都无法回避的问题, 包括 NEWUOAs 算法. 所以, 有必要在 NEWUOAs 算
法中引入预条件技术.

但问题是, 有效的预条件需要用到问题的二阶信息, 这对于我们来说是难
以实现的. 幸运的是, 在第 k 步迭代中, 我们不仅构造了 xk 处的近似梯度 g̃k,
而且还通过插值构造了一个二次模型 Qk. 我们可以把 ∇2Qk 作为 xk 处的近似

Hessian 矩阵, 用它进行预条件.
假设 ∇2Qk 是一个正定矩阵, 那么在子空间 Sk 的定义 (5.59) 中用

[∇2Qk]
−1
g̃k 代替 g̃k, 就完成了预条件. 如果 ∇2Qk 不是正定矩阵, 应该如

何处理? 这时我们仍试图由 ∇2Qk 构造一个矩阵 Ak, 然后令 Akg̃k 代替 g̃k 用

于子空间 Sk 的定义. 那么 Ak 应如何选取?
为了叙述方便, 我们把 ∇2Qk 当做 f 的精确 Hessian矩阵, 并且假设 ∇2Qk

是一个对角矩阵

diag(λ1, λ2, . . . , λn), (5.88)

否则做一个旋转即可. 一个最直接的方法是取 Ak 为 ∇2Qk 的广义逆, 也就是

diag(λ+1 , λ+2 , . . . , λ+n ), (5.89)

其中

λ+ =

λ−1 若λ ̸= 0,

0 若λ = 0.
(5.90)
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这种做法有两个缺点. 第一, 广义逆是不连续的, 数值上不稳定. 第二, 这种做
法对负曲率方向的处理不合理. 我们来解释为什么这么说. 假定 λi < 0, 则 f

在第 i 个坐标方向 ei 有负曲率; 并且, |λi| 越大负曲率越大, 从而 f 越容易在

子空间 span{ei} 上获得大的下降. 但是, 如果取 Ak 为 ∇2Qk 的广义逆, 则 |λi|
越大, Akg̃k 离子空间 span{ei} 越远, |λi| 很大时二者几近垂直. 这时取子空间
Sk = span{Akg̃k, sk−1} 就会使第 k 步迭代浪费在 span{ei} 上获得下降的机会,
这正与我们想要的相反. 当出现负曲率方向时, 我们希望 Akg̃k 靠近负曲率方

向, 并且负曲率越大越靠近. 基于这种考虑, 我们定义

φ(λ) =

λ−1 若λ > ε0,

− λ
ε20
+ 2

ε0
若λ ≤ ε0,

(5.91)

其中 ε0 是一个小正数; 进一步, 定义 Ak 为

diag(φ(λ1), φ(λ2), . . . , φ(λn)). (5.92)

对于一般的 ∇2Qk, 若其特征值分解为

∇2Qk = UΛUT, (5.93)

U 为正交矩阵, Λ 为对角矩阵, 则令

Ak = φ(∇2Qk) ≡ Uφ(Λ)UT. (5.94)

其中, φ(Λ) 的定义依照 (5.92). 在计算中, 若 mk = 2n + 1, 则 ∇2Qk 为对角

矩阵, 因而 Ak 是容易得到的. 在 NEWUOAs 算法中我们取 ε0 = α2 max1≤i≤n |λi|,
α2 为一个小正数.

定义好 Ak 之后, 我们取 Sk 为 span{Akg̃k, sk−1} 就完成了预条件. 但一个
新的问题是, 这样选择的 Sk 不能保证算法收敛, 因为我们需要 Sk 中包含一个

近似梯度. 因此, 我们定义

Sk = span{g̃k, Akg̃k, sk−1}. (5.95)

这就是我们在 § 5.3.3 提到的另外一种子空间的定义方式.
预条件对 NEWUOAs 算法带来的改进是不言而喻的. 比如, 对于 100、150、

200 和 250 维的 POWER 问题, 预条件之后的 NEWUOAs 算法分别在函数值
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计算次数为 232、332、432 和 533 时求到了精度高于 10−20 的解. 事实上,
因为 POWER 是正定二次函数, 且 Hessian 矩阵为对角阵, 所以预条件后的
NEWUOAs 算法在理论上能一次求得问题最优解.

从现在开始, 我们所指的 NEWUOAs 算法都是指使用了预条件技术的算法,
也就是说, Sk 由 (5.95) 定义.

§ 5.3.7 数值实验

本小节通过数值实验证明 NEWUOAs 算法是成功的. 我们进行三组实验. 前
两组实验, 我们将 NEWUOAs 算法与目前最优秀的无导数算法之一 NEWUOA 算法
进行比较; 我们分别比较了较大规模问题和坏初始点问题. 第三组实验, 我们给
出 NEWUOAs 求解部分 2000 维问题的例子, 以此证明 NEWUOAs 求解大规模问题
的能力. 因为 2000 维问题对 NEWUOA 算法来说几乎是不可解的, 所以第三组实
验没有进行对比.

§ 5.3.7.1 NEWUOAs 算法与 NEWUOA 算法的比较 — 较大规模问题

现在我们采用第二章 § 2.4建立的评价体系比较 NEWUOA 算法与 NEWUOAs 算
法对较大规模问题的表现. 我们的测试问题集是 § 3.3.2 中使用的 50 个可变维
数的无约束优化问题. 对于每一个测试问题, 我们对 50、100、150、200 等 4

个维数进行了求解6. 每一次求解都按照 § 2.4 做了 5 次随机置换7. 我们统计了
求解精度 (即条件 (2.5) 中的 τ) 为 10−i (i = 2, 4, 6, 8, 10) 时的函数值计算次数,
也统计了迭代自然终止时的函数值计算次数 (条件 (2.7) 中取8 ε = 10−6).

NEWUOA 算法的代码中用户可选参数 NPT、RHOBEG 和 RHOEND 的选取
与 § 3.3.2 相同. NEWUOAs 算法用 Fortran 77 实现. 算法中的参数设置为:
mk = 2n+ 1, ε = 10−6, h1 与 NEWUOA 中 RHOBEG 相等, ρ1 = ρ2 = ρ3 = 0.5,
M = 50, α1 = 0.1, α2 = 10−6. 另外, 实验中, 我们设置最大函数值计算次
数为 100n, n 为问题维数.

6为了在可接受的时间内得到实验结果, 这一组实验没有求解更大规模的问题. 关于更大规模问题的例
子, 请参考 § 5.3.7.3.

7由于问题维数较大, 计算比较耗时, 我们只做了 5 次随机置换, 这与前面测试小规模问题是不同的.
8因为 NEWUOA 算法与 NEWUOAs 算法是类型完全不同的算法, 所以我们比较时放宽了判定是否求到同

一最优解的标准. 请参考第三章注 8. 宽松的判定标准于 NEWUOAs 算法并不有利, 因为该算法倾向于得到
精度很高的解.
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需要注意的是, 实际计算中, NEWUOA 算法的参数 RHOEND 往往相当于解点
与最优解的 ℓ∞ 距离, 而 NEWUOAs 算法的参数 ε 大致相当于解点与最优解的 ℓ2

距离 (请参考定理 5.24). 因而, 在比较这两个算法时, 合理的参数选择应考虑
问题维数的影响. 比如, 假设解点与最优点在各分量上的距离大致相当, 则设置
ε =

√
nRHOEND 是合理的. 但是, 由于这里测试的问题维数至多 200, 所以我们

忽略这一因素, 在比较时总是设置 ε = RHOEND. 这导致 NEWUOAs 得到的解精度
往往很高, 从而花费更多的函数值计算次数.

我们的实验环境与 § 3.3.2 相同.

图 5.8 至图 5.13 给出了NEWUOA 算法与 NEWUOAs 算法在满足不同精度要求
以及迭代自然终止时的 Performance Profile、Data Profile、Sensitivity Profile
和 R-Sensitivity Profile. 图线越高说明算法表现越好. 四种 Profile 的定义请参
考第二章.

从图中可以看出, 两种算法的对比十分明显. 在不同终止条件下, 不论是算
法的函数值计算次数 (体现在 Performance Profile和 Data Profile), 还是算法对
计算机舍入误差的敏感性 (体现在 Sensitivity Profile 和 R-Sensitivity Profile),
NEWUOAs 算法的表现都明显好于 NEWUOA 算法.

为了更清楚地看到 NEWUOAs 算法的优势, 下面我们以求解精度 τ = 10−10

(图 5.12) 为例, 分析这两个算法的 Performance Profile 和 Data Profile 数据.
Sensitivity Profile 和 R-Sensitivity Profile 的分析类似于 Performance Profile.

在图 5.12 的 Performance Profile 中, NEWUOA 图线的起点为 (0, 0.125), 第
一个最高点为 (4.828, 0.520); NEWUOAs 图线的起点为 (0, 0.650), 第一个最高点
为 (1.565, 0.755). 这说明, 当精度要求为 10−10 时, 我们有:

a.) NEWUOA 算法成功求解9了 52.0% 的问题; NEWUOAs 算法成功求解了 75.5%
的问题.

b.) 有 12.5% 的问题, NEWUOA 算法花费的函数值计算次数少于或等于
NEWUOAs 算法; 有 65.0% 的问题, NEWUOAs 算法花费的函数值计算次
数少于或等于 NEWUOA 算法.

c.) 最好情形下, NEWUOAs 算法花费的函数值计算次数约为 NEWUOA 算法的
9关于成功求解的判定条件, 请参考第二章的 (2.5) 和 (2.20).
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0.035 倍 (2−4.828 ≈ 0.035); 最坏情形下, NEWUOAs 算法花费的函数值计算
次数约为 NEWUOA 算法的 2.96 倍 (21.565 ≈ 2.96).

在图 5.12 的 Data Profile 中, NEWUOA 图线对应于横坐标 10、20、30 和 40
的纵坐标分别为 0.100、0.165、0.225和 0.335; NEWUOAs 图线对应于横坐标 10、
20、30 和 40 的纵坐标分别为 0.440、0.565、0.670 和 0.720. 这说明, 当精度要
求为 10−10 时, 我们有:

a.) 给定 10 个单纯形梯度的预算, NEWUOA 算法可成功求解 10.0% 的问题, 而
NEWUOAs 算法可成功求解 44.0% 的问题.

b.) 给定 20 个单纯形梯度的预算, NEWUOA 算法可成功求解 16.5% 的问题, 而
NEWUOAs 算法可成功求解 56.5% 的问题.

c.) 给定 30 个单纯形梯度的预算, NEWUOA 算法可成功求解 22.5% 的问题, 而
NEWUOAs 算法可成功求解 67.0% 的问题.

d.) 给定 40 个单纯形梯度的预算, NEWUOA 算法可成功求解 33.5% 的问题, 而
NEWUOAs 算法可成功求解 72.0% 的问题.

实验结果充分说明, 对于较大规模的问题, 与目前最优秀的无导数算法之
一 NEWUOA 相比, NEWUOAs 算法的优势是十分显著的.

为了在可接受的时间内得到实验结果, 本次试验没有求解 200 维以上的问

题. 事实上, 问题规模越大 NEWUOAs 算法的优势越明显. 关于更大规模的问题,
请参考 § 5.3.7.3 的实验. 那里我们将用 NEWUOAs 求解 2000 维的问题, 这一规
模的问题对 NEWUOA 来说几乎是不可求解的.
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图 5.8: NEWUOA 与 NEWUOAs 对较大规模问题的数值表现 (精度 τ = 10−2)
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图 5.9: NEWUOA 与 NEWUOAs 对较大规模问题的数值表现 (精度 τ = 10−4)



134 无导数优化方法的研究

0 1 2 3 4
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

log
2
(α)

π
s
(α

)

 

 

NEWUOA

NEWUOAs

(a) Performance Profile

0 20 40 60 80
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

α

δ
s
(α

)

 

 

NEWUOA

NEWUOAs

(b) Data Profile

0 5 10 15 20 25 30
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

log
2
(α)

σ
s
(α

)

 

 

NEWUOA

NEWUOAs

(c) Sensitivity Profile

0 5 10 15
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

log
2
(α)

ρ
s
(α

)

 

 

NEWUOA

NEWUOAs

(d) R-Sensitivity Profile

图 5.10: NEWUOA 与 NEWUOAs 对较大规模问题的数值表现 (精度 τ = 10−6)
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图 5.11: NEWUOA 与 NEWUOAs 对较大规模问题的数值表现 (精度 τ = 10−8)
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图 5.12: NEWUOA 与 NEWUOAs 对较大规模问题的数值表现 (精度 τ = 10−10)
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图 5.13: NEWUOA 与 NEWUOAs 对较大规模问题的数值表现 (迭代自然终止)
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§ 5.3.7.2 NEWUOAs 算法与 NEWUOA 算法的比较 — 坏初始点问题

现在我们采用第二章 § 2.4建立的评价体系比较 NEWUOA 算法与 NEWUOAs 算
法对坏初始点问题的表现. 我们的测试问题集是 § 3.3.2 中使用的 50 个可变维
数的无约束优化问题. 为了得到坏初始点问题, 我们对测试问题的初始点作了
修改: 设 x̂ 为标准的初始点, 则我们的实验中将初始点取为

(x̂1 + 100, x̂2 + 100, . . . , x̂n + 100). (5.96)

对于每一个测试问题, 我们对 10、20、30、40 等 4 个维数进行了求解10.
每一次求解都按照 § 2.4 做了 10 次随机置换. 我们统计了求解精度 (即条件
(2.5) 中的 τ) 为 10−i (i = 2, 4, 6, 8, 10) 时的函数值计算次数, 也统计了迭代自
然终止时的函数值计算次数 (条件 (2.7) 中取 ε = 10−6).
两个算法中参数的设置以及实验环境与 § 5.3.7.1 相同.
图 5.14至图 5.19给出了NEWUOA 算法与 NEWUOAs 算法在满足不同精度要求

以及迭代自然终止时的 Performance Profile、Data Profile、Sensitivity Profile
和 R-Sensitivity Profile. 图线越高说明算法表现越好. 四种 Profile 的定义请参
考第二章.
从图中可以看出, 两种算法的对比是非常明显. 在不同终止条件下, 不论

是算法的函数值计算次数 (体现在 Performance Profile 和 Data Profile), 还是
算法对计算机舍入误差的敏感性 (体现在 Sensitivity Profile 和 R-Sensitivity
Profile), NEWUOAs 算法的表现都明显好于 NEWUOA 算法.

为了更清楚地看到 NEWUOAs 算法的优势, 下面我们以求解精度 τ = 10−10

(图 5.18) 为例, 分析这两个算法的 Performance Profile 和 Data Profile 数据.
Sensitivity Profile 和 R-Sensitivity Profile 的分析类似于 Performance Profile.
在图 5.18 的 Performance Profile 中, NEWUOA 图线的起点为 (0, 0.110), 第

一个最高点为 (4.060, 0.445); NEWUOAs 图线的起点为 (0, 0.800), 第一个最高点
为 (1.954, 0.855). 这说明, 当精度要求为 10−10 时, 我们有:

a.) NEWUOA 算法成功求解11了 44.5%的问题; NEWUOAs 算法成功求解了 85.5%
的问题.

10为了在可接受的时间内得到实验结果, 这一组实验只求解了小规模的问题. 事实上, 问题规模越大
NEWUOAs 算法越有优势.

11关于成功求解的判定条件, 请参考第二章的 (2.5) 和 (2.20).
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b.) 有 11.0% 的问题, NEWUOA 算法花费的函数值计算次数少于或等于
NEWUOAs 算法; 有 80.0% 的问题, NEWUOAs 算法花费的函数值计算次
数少于或等于 NEWUOA 算法.

c.) 最好情形下, NEWUOAs 算法花费的函数值计算次数约为 NEWUOA 算法的
0.060 倍 (2−4.060 ≈ 0.060); 最坏情形下, NEWUOAs 算法花费的函数值计算
次数约为 NEWUOA 算法的 3.87 倍 (21.954 ≈ 3.87).

在图 5.18 的 Data Profile 中, NEWUOA 图线对应于横坐标 10、20、30 和 40
的纵坐标分别为 0.080、0.125、0.155和 0.190; NEWUOAs 图线对应于横坐标 10、
20、30 和 40 的纵坐标分别为 0.330、0.660、0.765 和 0.815. 这说明, 当精度要
求为 10−10 时, 我们有:

a.) 给定 10 个单纯形梯度的预算, NEWUOA 算法可成功求解 8.0% 的问题, 而
NEWUOAs 算法可成功求解 33.0% 的问题.

b.) 给定 20 个单纯形梯度的预算, NEWUOA 算法可成功求解 12.5% 的问题, 而
NEWUOAs 算法可成功求解 66.0% 的问题.

c.) 给定 30 个单纯形梯度的预算, NEWUOA 算法可成功求解 15.5% 的问题, 而
NEWUOAs 算法可成功求解 76.5% 的问题.

d.) 给定 40 个单纯形梯度的预算, NEWUOA 算法可成功求解 19.0% 的问题, 而
NEWUOAs 算法可成功求解 81.5% 的问题.

与 § 5.3.7.1 的结果相比, 初始点变坏使得 NEWUOAs 算法的优势变得更加明
显. 事实上, 子空间的技巧使得 NEWUOAs 能够充分利用下降方向, 在迭代最初
几步迅速获得下降. 因而 NEWUOAs 算法对初始点不敏感, 很适合求解坏初始点
问题. 这对实际应用领域的意义是显而易见的, 因为很多实际问题很难给出一
个好的初始点.

实验结果充分说明, 对于坏初始点问题, 与目前最优秀的无导数算法之一
NEWUOA 相比, NEWUOAs 算法的优势是非常显著的; NEWUOAs 算法很适合求解坏
初始点问题.
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图 5.14: NEWUOA 与 NEWUOAs 对坏初始点问题的数值表现 (精度 τ = 10−2)
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图 5.15: NEWUOA 与 NEWUOAs 对坏初始点问题的数值表现 (精度 τ = 10−4)
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图 5.16: NEWUOA 与 NEWUOAs 对坏初始点问题的数值表现 (精度 τ = 10−6)
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图 5.17: NEWUOA 与 NEWUOAs 对坏初始点问题的数值表现 (精度 τ = 10−8)
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图 5.18: NEWUOA 与 NEWUOAs 对坏初始点问题的数值表现 (精度 τ = 10−10)
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图 5.19: NEWUOA 与 NEWUOAs 对坏初始点问题的数值表现 (迭代自然终止)
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§ 5.3.7.3 NEWUOAs 算法求解大规模问题

NEWUOAs 算法能够求解规模很大的问题. 这里我们以 2000 维为例, 给出
NEWUOAs 算法求解若干测试问题的计算结果. 这些问题取自 § 3.3.2 列出的 50
个测试问题. 与以往不同, 对每一个问题我们仅按原始变量顺序求解一次, 不进
行随机置换. 实验中, NEWUOAs 的参数设置与 § 5.3.7.1 相同. 我们限制最大函数
值计算次数为 50000. 也就是说, 仅分配给 NEWUOAs 算法不到 25 个单纯形梯度
的预算. 这是一个很低的预算, 因为, 对于 2000 维的问题, 即使是用基于导数
的算法, 25 个梯度的预算也是比较低的.

我们的实验平台是 Thinkpad T400 (2765-MU4), 系统是 Ubuntu 9.04
(Linux 2.6.33-020633-generic), 编译器是 GCC 4.3.3 中的 gfortran.

表 5.3 列出了这部分问题迭代自然终止时的计算结果. 其中, fstart 为初始

函数值, fbest 为 NEWUOAs 得到的最优函数值, #f 为函数值计算次数, CPU 为
求解花费的 CPU 时间, 单位为秒.

对于这部分问题, NEWUOAs 都用很少的函数值计算次数求到了精度很高的
解12, 所用 CPU 时间也都很短. 这一结果是令人振奋的, 因为对于目前大部分
的无导数算法, 2000 维的问题几乎是不可求解的.

因为 NEWUOA 算法几乎不能求解这一规模的问题, 我们无法给出 NEWUOA 算
法的计算结果. 为了对比, 我们在相同环境下用 NEWUOA 求解了 500 维的
ARWHEAD 问题, 所用的函数值计算次数是 19374 次, CPU 时间是 2507.66

秒, 得到的最优函数值为 4.880701E−09. 由于 NEWUOA 的函数值计算次数和迭
代次数大致与问题维数成正比, 每步计算量大致与维数平方成正比, 所以可以
估算 NEWUOA 算法求解 2000 维 ARWHEAD 问题大约需要 70000–80000 次函数
值计算和 40–50个小时的 CPU时间. 而 NEWUOAs 算法求解 2000维 ARWHEAD
问题 (表 5.3 中第 4 行) 的代价是 16095 次函数值计算, 6.42 秒的 CPU 时间,
且得到的最优值达到了非常高的精度 (机器显示为 0.0000000000000000). 这一
例子又一次显示了 NEWUOAs 算法的威力.

12ARGLINA 问题精确最优值为 2000, ARGLINB 问题精确最优值为 999.625047, ARGLINC 问题精
确最优值为 1001.12505, DIXMAAN* 问题精确最优值为 1, 其余问题精确最优值为 0.
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表 5.3: NEWUOAs 算法求解 2000 维问题的例子

fstart fbest #f CPU (s)

ARGLINA 1.000000E+04 2.000000E+03 20136 8.59
ARGLINB 8.545072E+22 9.996250E+02 16155 14.35
ARGLINC 8.515207E+22 1.001125E+03 16096 13.17
ARWHEAD 5.997000E+03 0.000000E+00 16095 6.42
BROYDN3D 2.011000E+03 4.259692E−05 50000 18.55
BRYBND 7.200000E+04 6.486038E−09 50000 26.09
CHROSEN 3.998000E+04 2.018482E−04 50000 18.66
DIXMAANE 1.471453E+04 1.000000E+00 36264 21.12
DIXMAANF 2.734976E+04 1.000000E+00 36384 31.07
DIXMAANG 5.069653E+04 1.000000E+00 36393 22.72
DIXMAANH 1.011255E+05 1.000000E+00 40481 28.38
DIXMAANI 1.333800E+04 1.000000E+00 40363 25.88
DIXMAANJ 2.599484E+04 1.000000E+00 44527 151.42
DIXMAANK 4.932000E+04 1.000000E+00 40497 184.36
DIXMAANL 9.970237E+04 1.000000E+00 40516 84.70
DIXMAANM 6.233115E+03 1.000000E+00 40375 30.12
DIXMAANN 1.344689E+04 1.000000E+00 40439 26.45
DIXMAANO 2.422412E+04 1.000000E+00 40475 25.28
DIXMAANP 4.750292E+04 1.000000E+00 50000 47.05
DQRTIC 6.376035E+15 1.214880E−38 40854 14.70
GENHUMPS 5.122260E+07 1.624799E−26 36467 23.54
LIARWHD 1.170000E+06 2.428807E−24 16208 6.73
POWER 2.668667E+09 1.423292E−11 20130 19.19
SPARSQUR 5.627812E+05 6.381755E−30 16209 9.87
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§ 5.4 总结

到目前为止, 无导数优化方法可处理的问题规模还比较有限. 本章研究
无导数的子空间方法, 试图为解决大规模无导数优化问题提供一条途径. 其
中, 我们提出的 NEWUOAs 算法已经可以高效求解很多高达 2000 维的问题. 这
是一个突破, 因为目前大多数无导数优化算法 (比如最优秀的无导数算法之一
NEWUOA 算法) 至多可以求解几百维的问题; 对于它们, 2000 维的问题几乎是不

可解的.

我们提出了两种子空间方法.

§ 5.2 研究的子空间方法, 其出发点是对无导数信赖域方法中使用的插值模
型的不信任. 无导数算法中, 由于可用信息的匮乏和插值点集适定性的逐步丧
失, 插值得到的模型经常与目标函数相去甚远, 甚至在一个很小的信赖域上也
无法模拟目标函数. 这一点与基于导数的方法差别很大. 当模型质量较低时, 过
分依赖模型 (比如, 精确求解信赖域子问题) 可能会受其误导. 为了避免这一现
象, 当我们认为模型可信度较低时, 我们提出将信赖域子问题限制在一个子空
间上求解的策略. 我们一方面要求这一子空间很有潜力, 即目标函数很有可能
会在该子空间上获得下降; 另一方面要求它维数很低 (比如 2 维或 3 维). 我们
期望通过这一方式提高目标函数获得下降的可能性. 换句话说, 对可信度较低
的模型, 我们只给它在一个有潜力的低维子空间上工作的机会; 再换句话说, 当
我们认为模型可信度较低时, 我们转而信任子空间. 当然, 如果我们有充分的理
由信任当前模型, 我们仍在全空间上求解信赖域子问题.

以上策略可以视为经典的 Hooke-Jeeves 模式搜索思想的推广. Hooke-
Jeeves 模式搜索中, 算法通过当前的信息, 推测函数很有可能在何方向上取得
下降, 然后集中精力在这一方向上求解. 我们的策略把方向推广成了子空间.

我们把上述策略应用于 NEWUOA 算法, 得到了一种无导数的子空间算法
SUBSPACE. § 5.2.2 的数值结果表明, 我们提出的策略是成功的. 我们的子空间
策略尽管是一种 “偷懒” 的策略, 但在平均上却减少了函数值计算次数, 这一点
十分值得注意.

为了更有效地解决大规模问题, 我们在 § 5.3 提出了另外一种子空间算法
— NEWUOAs 算法. 这种方法的基本想法很朴素, 就是把困难问题转化为一系列
容易问题来求解, 把大规模无导数优化问题分解为一系列小规模无导数优化
问题来求解. 我们首先给出了一个十分广泛的子空间算法框架, 并建立了该算
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法框架的全局收敛性和 R-线性收敛速度. 然后我们借助 NEWUOA 算法不依赖
导数地实现了这一算法, 得到了 NEWUOAs 算法. 我们证明了 NEWUOAs 算法在
理论上的全局收敛性和 R-线性收敛速度, 也证明了它在计算上的有限终止性.
NEWUOAs 算法的一个优点是, 只要算法正常终止, 我们就能得到一个质量有保
证的解, 并且我们给出了解的质量的估计. 我们还提出了一种预条件技术, 这种
技术显著改善了 NEWUOAs 算法对坏条件问题的数值表现.

§ 5.3.7 的数值结果表明, NEWUOAs 算法是十分成功的. 与目前最好的无导
数算法 NEWUOA 算法相比, NEWUOAs 算法明显减少了函数值计算次数, 同时提高
了求解过程对计算机舍入误差的稳定性. 我们还发现, NEWUOAs 算法很善于处
理初始点质量很坏的问题. 这对于实际应用领域的意义是显而易见的, 因为很
多实际问题很难给出一个好的初始点. 使用 NEWUOAs 算法, 我们已经可以高效
的求解很多高达 2000 维的问题, 这一规模已经超出了目前大部分无导数算法
的求解范围.

值得一提的是, 由于假定函数值计算是无导数优化的主要计算开销, 故
我们并没有强调 NEWUOAs 算法与 NEWUOA 算法在 CPU 时间上的差异. 实际上
NEWUOAs 算法在这一方面的优势是很大的. 由于 NEWUOAs 算法大部分时间只在
一个低维子空间上工作, 它的代数计算量比 NEWUOA 算法少得多. 因此, 当函数
值计算与代数运算难度相当时, NEWUOAs 算法的 CPU 时间比 NEWUOAs 少得多.
§ 5.3.7.3 给出的例子充分说明了这一点.

尽管 NEWUOAs 算法也使用插值模型, 用于得到近似梯度和预条件矩阵, 但
是它不会在插值点集的适定性方面遭遇困难, 这是 NEWUOAs 的又一大优点. 这
是因为, 算法外层迭代中插值点集的几何形状是不变的, 因此它的适定性不会
随着迭代而变坏; 而在内层迭代中, 由于问题维数很低, 插值点集的适定性不是
很大的问题.

当 NEWUOAs 算法中参数 mk ≡ 2n + 1 时, 它所用的最小 Frobenius 范数插
值模型等价于中心差分得到的模型. 此时 NEWUOAs 可视为一种差分和插值杂交
的算法: 外层迭代用差分, 内层迭代用插值. 值得注意的是, 由于外层迭代次数
很少 (一般在 20 步以内, 很多问题只需几步), 所以差分出现的次数很少.

预条件技术的使用大大改善了 NEWUOAs 算法的表现. 据本文作者所知, 其
他无导数算法中还没有引入预条件技术的先例. 如何在一般的无导数方法中
使用预条件是一个值得研究的问题. 在基于模型的方法中, 模型提供的近似
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Hessian 矩阵应当作为预条件的重要依据.

NEWUOAs 算法仍然有很大的改进余地. 比如, 在子程序 MODEL 中, 插值
点的选取 (5.48) 依赖于坐标方向. 一种可以考虑的改进是, 每次外迭代结束
后, 选取一组新的正交基 {ei} 用于插值点的选取; 新正交基的取法可以借鉴
Rosenbrock 转轴法 [150] 及其改进 [160, 161, 119, 122]. 另外, 每次外迭代结束
后, NEWUOAs 几乎完全抛弃了前面迭代中积累的信息. 倘若能把这些信息加以
利用, 可能会给算法带来改进. 比如, 在第 k 步外迭代结束后, 目标函数在超平
面 xk+1 + Sk 上已经近似达到极小, 因而

Pk∇f(xk+1) ≈ 0, (5.97)

其中 Pk 为 Rn 到 Sk 的正交投影. 式 (5.97) 对构造 xk+1 处的近似梯度是一个

参考.

最后, 我们指出, NEWUOAs 算法仅仅是算法 5.3 的一种实现. 使用其他方法
实现算法 5.3 中的步 2 和步 3, 我们还可以得到其他的子空间算法.
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大多数优化方法都依赖问题的导数信息. 但是, 在实际应用中, 大量问题的
导数信息都是不可用的. 这就要求我们研究不使用导数信息的方法, 这就是本
文研究的无导数优化算法.

算法的评价和比较是算法的研究过程中的一个重要问题. 当没有严格的理
论作为算法的支撑时, 我们尤其需要客观的评价体系来比较不同的算法, 以指
导应用领域的算法选择和研究领域的算法改进. 无导数优化算法恰恰就是这样
一类理论相对缺乏的方法. 因此, 在第二章里, 我们研究了如何客观可信地评价
和比较不同的无导数优化算法. 我们用一个例子清楚地说明, 传统的评价方法
对于无导数算法是不可靠的. 通过统计方法的引入, 我们建立了评价无导数方
法的一套新体系. 与传统的评价方法相比, 新方法的优点是: 第一, 它能够反映
算法对计算机舍入误差的稳定性; 第二, 它能更可靠的度量算法的计算开销. 一
个值得考虑的问题是, 如何将这套体系与现有的测试环境比如 CUTEr 进行有机
的对接, 形成一个针对无导数算法的测试环境. 我们在这方面已经做了一部分
尝试.
本文的第三章到第五章针对无约束的无导数优化问题研究了基于信赖域的

无导数算法.
第三章研究了无导数优化算法中表现十分出色的两种模型, 即最小 Frobe-

nius 范数模型和通过对称 Broyden 修正建立的模型. 我们第一次指出了这两种
模型在一些情况下的等价性. 与这两种模型紧密相关的一个问题是 NEWUOA 算
法的重开始技术. 通过修改 NEWUOA 源代码中的重开始条件, 我们给出了一个改
进版本的 NEWUOA 代码. 新版代码仅仅删除了原始代码中的四个字母, 就显著降
低了代码的计算开销, 并且明显提高了代码对计算机舍入误差的稳定性. 我们
系统地比较了两种模型在 NEWUOA 算法框架下的表现, 并且指出了一个十分值
得注意的事实: 即使是在 NEWUOA 的算法框架下, NEWUOA 使用的对称 Broyden
修正也并不总占优势; 当求解精度不太高时, 最小 Frobenius 范数模型表现更
好. 这一事实对于实际应用领域很有意义, 因为实际的无导数优化问题对解的
精度要求往往不高. 一个很有意思的问题是, 如何将这两种出色的模型杂交以
得到更好的算法. 我们将在以后的研究中考虑这一问题.
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在第四章, 我们率先将 PDE 理论中的 Sobolev 范数和半范数引入无导数
算法的研究中. 我们用二次函数的系数给出了二次函数在 ℓp 球上的 H0 范数和

H1 半范数的显式表达式. 使用 H1 半范数, 我们研究了无导数优化中有广泛应
用的最小范数插值. 我们证明, 最小范数插值实际上是在一个 ℓ2 球上极小化插

值函数的 H1 半范数. 这一观察为理解最小范数插值提供了有力的工具. 通过
这一观察, 我们首次指出了最小范数插值中两个参量的几何意义. 我们将这些
理论用于研究扩展的对称 Broyden 修正, 得到了简单并且有效的参数选取方式.
当 p ̸= 2 时, 二次函数在 ℓp 球上的 H0 范数和 H1 半范数可用于研究使用非欧

球做信赖域的方法. 比如, 在考虑界约束问题时, 我们可以使用 ℓ∞ 信赖域, 此
时二次函数在 ℓ∞ 球上的 H0 范数和 H1 半范数可以作为量化模型性态的指标.
这是我们进一步要研究的问题之一. 与本章相关的一个理论问题是, 扩展的对
称 Broyden 修正与原始的对称 Broyden 修正哪一个更好. 这一问题目前还很难
作出回答, 我们将在以后的研究中继续予以关注.

第五章研究了子空间技巧在无导数优化中的应用. 我们的目的是利用子空
间的方法求解大规模的无导数优化问题. 我们提出了两种无导数的子空间算法.
在第一种子空间方法中, 利用 Hooke-Jeeves 模式搜索的思想, 针对无导数信赖
域方法, 我们提出在子空间上求解信赖域子问题的技巧. 这种子空间技术改善
了 NEWUOA 算法的数值表现. 第二种子空间方法, 即 NEWUOAs 算法, 是本文最成
功的算法. 我们首先研究了一个很一般的子空间算法框架, 然后借助 NEWUOA 算
法实现了该算法框架, 得到了 NEWUOAs 算法. 我们证明了 NEWUOAs 算法在理论
上的全局收敛性、R-线性收敛速度和计算上的有限终止性. 我们还提出了一种
预条件技术, 显著改善了 NEWUOAs 算法对坏条件问题的表现. 据本文作者所知,
这是无导数算法中第一次引入预条件技术. 实验证明, NEWUOAs 算法在计算开
销和稳定性上都明显优于 NEWUOA 算法, 后者是目前最好的无导数算法之一. 我
们还发现, NEWUOAs 算法很善于处理初始点质量较差的问题. 这对实际应用领
域很有意义, 因为很多实际问题很难给出好的初始点. 此外, NEWUOAs 算法可以
十分高效地求解很多维数高达 2000 的问题. 这是令人振奋的, 因为这一规模远
远超出了目前大部分无导数算法 (包括 NEWUOA 算法) 的求解范围.

鉴于 NEWUOAs 算法的出色表现, 我们下一步将会把它推广到带有约束的问
题. 另外, 如果能将预条件技巧应用到更多的无导数优化方法, 那将是十分有意
思和有意义的. 这将是我们未来关注的一个研究课题.
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本文所讨论的内容只是无导数优化领域的一个分支. 无导数优化领域中还
有很多有意思的问题我们没有涉及. 比如有特殊结构的问题、 带约束的问题和
非光滑问题等等. 这些都是我们将来要考虑的问题.
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